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Los tratados de geometria griegos estan escritos en conformidad con
canones metodologicos muy estrictos. Al igual que los Elementos de Eu-
elides, casi todos ellos consisten en una cadena de proposiciones cuya
demostracion se omite unicamente cuando son tomadas como axiomas.
Esta forma de presentar los resultados geometricos esta bastante de acuer-
do con el ideal griego de una episteme, pero ha tenido la desventaja
-para los matematicos e historiadores posteriores de la matematica-i-
de ocultar completamente los procesos de construccion 0 descubrimien-
to de los conceptos y teorfas elaborados por los geometras griegos: como
sefiala Knorr,' muchos de los geometras del siglo XVII, entre ellos Torri-
celli y el mismo Descartes, se quejaron de la opacidad de los metodos
formales antiguos y sospechaban que los antiguos poseian metodos heu-
rfsticos que ocultaban de una manera deliberada. En particular, durante
muchos siglos, matematicos e historiadores de la matematica sospecharon
que Arquimedes habia aplicado en su descubrimiento de teoremas geo·
metricos una tecnica heuristica de analisis de la cual, no obstante, nin-
guna traza se encontraba en los textos arquimedianos conocidos hasta
el afio de 1906. En el afio de 1906 el investigador aleman J. L. Heiberg
descubrio, en un antiguo palimpsesto conservado en la biblioteca del
monasterio del Santo Sepulcro de Jerusalen examinado por el mismo
en Constantinopla, un nuevo texto arquimediano que se consideraba
perdido 2 en el que Arquimedes expuso un metodo para la "investiga-
cion" (8ECOQEtV) de teoremas geometricos. El texto es designado alli como
'E¢o3LOV 0 'E¢o3LX6v aunque el titulo que Ie dio Arquimedes es "Ecpo30;,
termino que puede ser traducido como 'El metodo'. El metoda (EM)
se encontraba junto a fragmentos de otros tratados arquimedianos ya

• Agradezco al profesor Wilbur R. Knorr, del Departamento de Clasicos de la
Universidad de Stanford, los valiosos comentarios y sugerencias que me hizo en co-
nexi6n con este trabajo.

1 Ver Knorr (1978) en la Bibliografia.
~ S610 se sabia de su existencia por referencias de escritores antiguos. Suidas 10
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conocidos y, al igual que estes, parcialmente borrado y cubierto por un
texto mas reciente -escrito entre los siglos XII Y XIV- que con tenia
un eucologio. Afortunadamente, el texto original estaba casi completo y
adernas era legible, 10 que le permitio a Heiberg' transcribirlo y dar
a conocer al mundo un tesoro maternatico que habia permanecido ocul-
to durante muchos siglos." Invito al lector a que me acompafie a con-
tinuaci6n a admirar este tesoro. En primer lugar trataremos de ver en
general en que consiste y que tipos de problemas permitia abordar, en se-
guida haremos un analisis de sus fundamentos y, por ultimo, 10 veremos
en operacion mediante un analisis detallado de la Proposicion 1 de El
metoda.

1. Las caracteristicas generales del metoda

El metoda no es un tratado ordinario de geometria griega. A diferencia
de tales tratados, que jamas proponen un teorema sin acompafiarlo de
una correspondiente demostracion basad a exclusivamente en resultados
previamente establecidos y aceptados por la comunidad de matematicos
griegos, EM expone cierto procedimiento mediante el cual el mas gran-
de matematico de la antiguedad clasica parece haberse convencido de la
verdad de proposiciones importantes antes de buscar una demostracion
canonica de las mismas. EM contiene "investigaciones" de teoremas in-
cluidos y debidamente demostrados en Cuadratura de la parabola} Sobre
ta esiera y el cilindro I y II, Sobre conoides y esjeroides y en un tratado
perdido sobre el centro de gravedad de los solidos.s No hay duda de que
Cuadratura de la parabola es anterior a EM, pues en la Proposici6n 1
de este tratado Arquimedes alude a la demostracion canonica de la
misma, la cual se encuentra precisamente en el primer texto. Heath
(1921) ubica a EM antes que Sobre la esjera y el cilindro I y II, y Sobre
conoides y esjeroides, pero la argumentaci6n de Knorr (1978) al respecto
deja poca dud a de que EM es el ultimo de los escritos estantes produ-
cidos por Arqufmedes. Asl, EM resultarla ser una presentacion tardia
de un metoda heuristico empleado por el mismo Arqufmedes para des-

3 Heiberg report6 su descubrimiento y public6 el texto en su "Eine neue Archi-
medeshandschrift", Hermes XLII, 1907. T. L. Heath agreg6 una traducci6n inglesa
de El metoda como suplemento a la segunda edici6n (1912) de The Works of A,'·
chimedes, publicada por primera vez en 1897. Este es el texto que utilizo aqui, pero
tambien hay una edici6n castellana de EM, deb ida a Jose Babini, por la Editorial
Universitaria de Buenos Aires.

4 Arqufmedes se refiere a este texto como Los equilibrios ('IaoQQo1tLUL;)en Sobre
los cuerpos flotantes II. Knorr conjetura que debi6 haber sido compuesto por Arqui-
medes entre Sobre conoides y esjeroides y Sobre los cuerpos flotantes I. efr. Knorr
(1978), p. 528 Y Knorr (1978a).
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cubrir 0 establecer proposiciones demostradas en tratados escritos y pu-
blicados con anterioridad.

Los problemas que sabemos Arquimedes resolvi6 con su metodo son
de tres tipos, a saber: 1) mostrar que el area 0 volumen de una figura
geometrica no rectilinea se halla en cierta proporci6n con el area 0

volumen de una figura rectilinea, 2) mostrar que los volumenes de dos
figuras no rectilineas se hallan en cierta proporci6n y 3) determinar el
centro de gravedad de un s6lido no rectilineo. La Proposici6n I de EM
es el unico ejemplo del primer tipo; en ella se propone mostrar Arqui-
medes que el area del segmento de parabola ABC, acotado por la linea
recta AC y la parabola (tambien designada por) ABC, es igual a 4/3 el
area del triangulo inscrito en el segmento (ver Figura I).

B

c A

Figura 1.

Como un ejemplo del segundo tipo podemos mencionar la primer a
parte de la Proposici6n 2 de EM, donde se investiga la asercion de que
"cualquier esfera es [con respecto al contenido solido] cuatro veces el
cono con base igual a un gran circulo de la esfera y altura igual a su
radio"." Un ejemplo del tercer tipo se encuentra en la Proposici6n 6, la
que afirma que "el centro de gravedad de cualquier hemisferio [se halla
en la linea recta que] es su eje, y divide la dicha linea recta de tal modo
que la porcion de ella adyacente a la superficie del hemisferio esta con
la restante porci6n en la misma razon que 5 esta con 3".6 Los tipos (I)
Y (2) se distinguen entre si s610 por el hecho de que en el primer caso se
establece una relaci6n de proporcionalidad entre (el area de) una figura
rectillnea y (la de) una curvilinea, mientras que en el segundo caso se
muestra la proporcionalidad de (el volumen de) dos figuras curoilineas.
Esta diferencia es importante, pues los ge6metras griegos consideraban
que el problema de determinar el area 0 volumen de una figura geo-
metrica dada quedaba resuelto en el momenta en que se demostraba la

5 Heath (1912), p. S-18.
6 Heath (1912), p. 5-27.
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igualdad de (el area 0 volumen de) esa figura con (el area 0 volumen
de) un cuadrado 0 un cubo. De ahi se deriva el famoso problema de la
cuadratura del circulo, i. e., el problema de construir un cuadrado de
area igual a la de un circulo dado. Sabemos que' este problema es irreso-
luble mediante el metodo constructivo de la regIa y el compas, pero
Arquimedes demostr6 pc;>rreducci6n al absurdo que "el area de cual-
quier circulo es igual a un triangulo rectangulo en el cual uno de los
lados adyacentes es igual al radio y el otro a la circunferencia del circu-
10".7 Este resultado, junto con la estimaci6n que hizo de la raz6n 1C de
la circunferencia de cualquier circulo a su diametro, como una entre
31°/71 r= 3.1408) y 31/7 (:::::3.1428),8Ie permitio a Arquimedes calcular
con un grado razonable de aproximaci6n el area de cualquier circulo.
La medici6n del circulo es un pilar fundamental de la obra de Arquime-
des, porque ella Ie abrio la posibilidad de calcular las areas y volumenes
de varias figuras curvilfneas importantes, como la esfera. Asf, por ejem-
plo, en la Proposici6n 34 de Sobre la esjera y el cilindro I Arquimedes
demuestra can6nicamente la Proposici6n 2 de EM, arriba mencionada.
Ahora bien, ya Euclides sabia que "cualquier cono es una tercera parte
del cilindro que tiene su misma base e igual altura" (Euclides XII, 10),9
de donde se deduce que "todo cilindro cuya base es el circulo mayor de
una esfera y cuya altura es igual al diametro de la esfera es 3/2 de la
esfera" (Corolario a Ia Proposici6n 34 de Sobre la esjera y el cilindro I) .

.Por otra parte, la Proposici6n 14 del Libro II de los Elementos de Eu-
elides permite construir un cuadrado igual a una figura rectilinea dada,
en particular igual a un triangulo rectangulo. De esta manera, si E es
una esfera dada, C es un drculo mayor y d es el diametro de la misma,
los resultados en Medicion de un clrcuio nos permiten "construir" un
triangulo con lados adyacentes aproximadamente iguales respectivamente
al radio de C y a su circunferencia, y, por 10 tanto, de area aproximada-
mente igual a la de C. A partir de aqui es posible obtener, mediante los
otros resultados mencionados, un paralelepipedo s6lido cuya base es un
cuadrado aproximadamente igual a C y cuya altura es igual al diametro
de la esfera E, i. e., un paralelepipedo cuyo volumen es aproximadamen-
te igual al de un cilindro cuya base es el drculo mayor de la esfera E y
cuya altura es el diametro d de la misma. Esta claro que el volumen de
semejante paralelepipedo debera ser aproximadamente igual a 3/2 el
volumen de la esfera, con 10 que se obtiene una raz6n aproximada entre
el volumen de la esfera y el de una figura rectilinea. De esta manera se

7 Proposici6n 1 de Medici6n de un circulo; cjr. Heath (1912), p. 91.
8 Proposici6n 3 de Medici6n de un drculo; Heath (1912). p. 93.
9 Sigo la edici6n en tres volumenes de los Elementos debida a Heath (1956). El

numeral romano se refiere al libro y el arabigo a la proposici6n.
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ve la pertinencia que tienen las comparaciones de areas 0 volumenes de
figuras curvilineas en la obra de Arquimedes, pues ellas sirven como
eslabones de una cadena de resultados que permiten, finalmente, estable-
cer proporciones entre las areas 0 volumenes de figuras curvillneas y
rectilineas, i. e., que permitcn cuadrar 0 "cubicular" las primeras.

Allector Ie puede parecer que semejante modo de determinar el area
o volumen de una figura es torpe y complicado, pero debe tener presente
que la geometrfa griega no es algebraica: para los griegos las areas, volu-
menes y longitudes de las figuras geometricas no eran nsimeros, sino
entidades de cierta naturaleza (cespaciales?)cuyas propiedades y relacio-
nes debian ser estudiadas con metodos adecuados a esa misma naturaleza.
Gracias a la invenci6n de la geometrfa analitica y sobre todo al desarrollo
del calculo diferencial e integral, las proposiciones que Arquimedes in-
vestige con su metodo y demostr6 penosamente por procedimientos in-
directos admiten en la actualidad una prueba muy directa e inmediata.
Con el objeto de hacer comparaciones veremos enseguida la demostraci6n
contemporanea de la primera parte de la Proposicion 2 de EM, asi como
la de la Proposicion 6; ambas proposiciones fueron enunciadas mas
arriba.

En el primer caso se trata de mostrar que cualquier esfera es cuatro
veces el cono con base igual a un gran drculo de la esfera y altura igual
a su radio r. Para tal efecto, considerese a la esfera como el producto
de una revolucion, alrededor del eje x, del semicirculo acotado pOl' el
eje x y la curva y = + yr2 - x2• (Figura 2.)
Considerese asimismo al cono en cuesti6n como producto de la revolu-

-r
Figura 2.

Y

Y= r-x

x
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CIOn,tambien alrededor del eje x, del triangulo acotado por los ejes
x y y, ast como por la recta y = r - x. Dividanse ahora de manera exhaus-
tiva tanto el semidrculo como el triangulo en band as de anchura infini-
tesimal dx y alturas y == yr2 - X2 YY = r - x, respectivamente. Al efec-
tuar estas bandas una revolucion alrededor del eje de las abscisas gene-

ran discos cuyos volumenes son n: (yr2 - X2)2 dx en el primer caso, y
n: (r - X)2 dx en el otto. Como-los volumenes de la esfera y del cono re-
sultan de la "suma" (integral) de tales discos, obtenemos

volumen de la esfera = n: J::",. r2 - X2 dx

= n: [r2x - t x3y -r

volumen del cono = n: f; (r - X)2 dx

== n: [r2x - rx2 + t x3]'o

= t n:r3

Por 10 tanto, el volumen de la esfera es cuatro veces el volumen del
cono, como se habia afirmado.

La demostracion de la otra proposici6n involucra la definicion del
concepto de centro de gravedad de un s6lido. Conviene considerar a
nuestro hemisferio como el solido generado por la revolucion, alrededor
del eje y, del cuarto de clrculo acotado por los ejes x y y, as! como por
la curva x = y12 - y2 (Figura 3). De esta manera, por razones de sime-

y

dy t t==================--

x

Figura 3.
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tria, el centro de gravedad esta en el eje y y, por definicion, la coordena-
da y del centro de gravedad es igual a

donde V = i nr3 es el volumen del hemisferio. Asi,

- 3ny = _ rr r~ - y3 dy
2nr3 Jo

8ra

=ir
Esta es Ia distancia del origen al centro de gravedad; la porcion del eje
hemisferico adyacente a la superficie del hemisferio es por consiguiente
igual a r - ir = ir, de donde se deduce que la porcion adyacente al he-
misferio es a Ia porcion restante 10 que 5 es a 3, como habia dicho el
matematico de Siracusa.

EI concepto de centro de gravedad no es geometrico sino mas bien
mecanico, Arquimedes escribio algunos tratados mecanicos entre los que
cabe destacar Sobre el equilibria de los pianos I y II. EI metodo de Ar-
quimedes esta basado principalmente en ese tratado y es por ella que se
trata de un metodo mecanico: de un metodo mecanico, empero, utilizado
principalmente para resolver problemas geometricos. La concepcion del
metoda es en extremo ingeniosa y original. En terminos generales, el me-
todo consiste en 10 siguiente. Dadas dos figuras A y B, Arquimedes las
colocaba "empalmadas" en una cierta posicion, de manera que estableda
una correspondencia biunivoca entre sus "componentes" (segmentos rec-
tilineos, si eran figuras planas, 0 figuras planas, si eran solidos). A con-
tinuacion prolongaba Arquimedes uno de los ejes comunes a las figuras
hasta un cierto pumo H e, imaginandose ese eje prolongado como los
brazos de una palanca, designaba un punto F sobre el mismo como ful-
cro. En seguida pasaba Arquimedes a mostrar que el "peso" (= longitud
o area) de cada componente de A, ubicado a una distancia D del fulcra
Fen el lado opuesto a H (es decir, donde se encuentra originalmente),
es al "peso" (= longitud 0 area) del correspondiente componente de B 10

que la distancia FH es a la distancia DF. En este momenta aplicaba
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Arquimedes un result ado contenido en las proposiciones 6 y 7 de Sobre
ez equilibrio de los pianos J, segun el cual dos magnitudes en una palan-
ca se equilibran a distancias redprocamente proporcionales a sus magni-
tudes, para conduir que el componente de A, ubicado en D que es donde
se encuentra originalmentevbalancea al correspondiente componente de
B puesto con su centro de gravedad en H. Esto 10 estableda Arqufmedes,
de manera general, para todos y cada uno de los componentes de A y B,
can el objeto de deducir que A, donde originalmente se encontraba,
balanceaba a B colocado con su centro de gravedad en el extremo H de
la balanza. Una vez alcanzado este estadio en la investigaci6n del pro-
blema, podia Arquimedes establecer uno de dos tip os de resultados fina-
les: si el centro de gravedad de A era conocido, Arquimedes podia esta-
blecer una comparaci6n entre el area 0 el volumen de las figuras, del
tipo "A es igual a tantas veces B" 0, si era esta la relaci6n conocida,
Arquimedes podia determinar el centro de gravedad de A. En algunas
ocasiones, sin embargo, 10 que le interesaba a Arquimedes no era tanto
establecer la relaci6n entre A y B, cuanto establecer una proporcionali-
dad entre una parte A' de A y B; en estos casos 10 que hacia Arquimedes
era aplicar teoremas geometricos ya establecidos para mostrar .la existen-
cia -deuna cierta proporci6n entre .A' y A, YaS1,por transitividad, entre
A' y. B. En esto consiste esencialmente el metoda de Arquimedes. Como
se ve,' presenta una semejanza con los metodos modernos de integracion,
precisamente en cuanto a la idea de concebir las figuras como compues-
tasdeIiguras ("bandas" 0 "discos") de anchura despreciable. Sinembar-
go, como veremos en la secci6n siguiente,se trata de una. concepcion
diferente de Ia que prevaleceen el analisis matematico conternporaneo,

2. Los supuestos del metoda

Es obvio que las investigaciones de las proposiciones llevadas a cabo por
Arquimedes en EM requieren un usa sistematico de Ia teorfa de las
proposiciones, as! como de otros resultados geometricos bien conocidos
(y establecidos)en la epoca de Arquimedes. Casi todos estos resultados

. habian sido ya sistematizados por Euclides en sus Elementos, pero Ar-
quimedes tomo tambien algunas proposiciones de los Elementos de las
conicas (un trabajo previo debido a Aristeo 0 Euclides) cuando escribi6
EM, pues en la investigaci6n de la Proposici6n 1, cuando aplica un
cierto resultado geometrico como lema.w Arquimedes dice que 10 tomo
precisamente de ese tratado. Al -comienzo de EM Arquimedes enuncio
nueve Iemas, afirmando que "todas estas proposiciones habian sido ya
demostradas". Sin embargo, solamente seis ·de eIIas aparecen en alguna

lOVer el lema EMl en el Apendice,
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de sus obras estantes, presumiendose que las tres restantes fueron de-
mostradas en tratados ahora perdidos.w Como quiera que sea, Arqui-
medes consideraba a esas proposiciones como hechos geometricos bien
establecidos. Ahora bien, 10 que es peculiar de EM es que en este tratado
Arquimedes adopt6 tambien ciertas suposiciones, de gran valor heuris-
tieo, pero que nunca fueron aceptadas por 105 geomctras gricgos -ni
siquiera por el mismo Arqufmedes- como verdades establecidas. Estas
suposiciones son tres:

(SI) Una figura plana esta compuesta por segmentos de rectas y un
volumen por figuras planas.

(S2) Sea Ai (i e I) una serie de magnitudes, B .. (ie I) una partici6n de la
magnitud B =~.€r B"D .. (ieI) una colecci6n de puntos sobre el brazo
de una palanca con fulcro F y H un punto en el otro brazo. Si, para
cadai € I, la magnitud Ai es a Bi 10 que la distancia FH es a DiF, enton-
ces las magnitudes Ai' colocadas con su centro de gravedad de manera
correspondiente enlos puntos o; balancean alrededor de F a B colocad a
con su centro de gravedad en H. . ,

(S3) Si un numero cualquiera de magnitudes A .. (ie I), colocadas con sus
centros de gravedad en los puntos D, de una palanca, equilibran alrede-
dor del fulcro F una magnitud B colocada con su centro de gravedad en
un punto H situado en el extreme del otro brazo de la palanca, entonces
hi. magnitud t.i€1 Ai' colocada en el centro de 'g;avedad del sistema ori-
ginal Ai' balancea a B colocada donde esta,

Examinaremos separadamente cada una de estas suposiciones,

Con respecto a Sl. Arquimedes claramente supone que una figura geo-
rnetrica esta hecha a partir de un numero infinite de figuras de Ia dimen-
sion inferior inmediata, de manera qu,e la suma (infinita) < de las magni-
tudes de estas figuras es igual a la magnitud deIa figura completa. Por
ejemplo, Arquimedes diria que el triangulo ABC puede ser descorn-
puesto en un numero infinito de segmentos DE, paralelos a AB, cada
uno de los cuales tiene como "base" un punto sobre BC. Analogamente,
Arquimedes admitirfa que el eilindro F esta hecho a partir de un numero
infinito de cfrculos K, paralelos e iguales a la base del cilindro (Fig. 4).
Asi, para Arquimedes un segmento de linea recta aparece como una ban-
da de anchura muy pequeiia y un drculo como un disco de espesor
despreciable aunque no nulo.

11 Posiblemente en Los equilibrios.
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Figura 4.

Semejante concepcion de las figuras geometricas no era muy ortodoxa
dentro de la tradici6n matematica griega. En los Elementos, Euclides
"define" un punto como aquello que carece de partes. Heath dice
que esta caracterizaci6n del punto puede ser entendida en el sentido
de que un punto es aquello que es indivisible en partes. ,Se sigue de
ello que la extension de un punto es nula? Martianus Capella (s. v a. C.)
tradujo la "definicion" euclideana de punto como "Punctum est cuius
pars nihil est" pero, como Heath subraya, "si una parte de un punto
no es nada, Euclides bien podia haber dicho que un pun to no es el
mismo 'nada', 10 que desde luego no hace",» Supongamos, entonces,
que un punto es "algo". Ahora bien, hay un sentido obvio en el que
estas entidades llamadas "puntos" carecen de extension, a saber, si "ex-
tension" es tomado en el sentido euclideano usual de longitud, anchura 0

profundidad. Pues si un punto tuviera (digamos) longitud, entonces serfa
una linea y, por 10 tanto (infinitamente) divisible, 10 que contradice la
misma "definicion" de punto. Por otro Iado, la suposicion de que la ex-
tension de un punto es nula impIica que cualquier suma de puntos,
inclusive una infinita, debe ser igual a cero. Pero si este es el caso, en-
tonces la longitud de una linea recta no puede ser concebida como la
suma de las extensiones de sus puntos. Esta es Ia raz6n por la que Aris-
toteles dijo que una linea no esta hecha a partir de puntos -0 indi-
visibles-, pues de acuerdo con ella extension de un punto es cero, como
se puede ver facilmente en el siguiente pasaje:

[ ... ] no hay raz6n de cero a un numero. Pues si 4 excede a 3 por 1,
y a 2 por mas de 1, y a 1 por mas aun de 10 que excede a 2, aun
asi no hay una raz6n por la que excede a 0; pues aquello que
excede debe ser divisible entre el exceso + aquello que es excedi-
do, de modo que 4 sera 10 que excede a 0 por +0. Por esta razon,
tambien, una linea no excede a un punto -(a menos que este
compuesta de puntos! 18

12 Comentario a la Definici6n 1 de los Elementos; v, 1, pp. 155·158.
13 Ffsica, 215b 12.
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Claramente, la suposicion de que la anchura de una linea y la profun-
didad de un plano son tambien nulas, conduce a resultados analogos,
i. e., implica que ni un plano esta constituido por Hneas, ni un volumen
por figuras planas.

Curiosamente, a pesar de los esfuerzos de Arist6teles por mostrar su
incorreccion, Ia concepcion arquimediana de las figuras geometricas con-
duce a computes precisos. Por ejemplo, sea ABC un triangulo tal que
BC es a AB 10 que 1 es a 2 (Fig. 5) Y suponga que cada uno de los pun-
tos a partir de los cuales AB esta hecha, tiene una longitud muy pe-
queiia E. Tome AB como unidad y sea N = l:E la razon de AB a cual-
quiera de sus puntos. Se sigue que E = liN Y que la altura de la linea
recta XY, perpendicular a AB y que tiene a X como "base", satisface
la proporci6n

XY:AX = BC:AB
= 1:2.

c

B
A x

Figura 5.

Luego,

Xl' = AX/2

y el "area" del pequefio "rectangulo" sobre X es

AX/2·ljN.

Asl, de acuerdo con la idea de Arquimedes, el area de tlABC debe ser
igual a la sum a

:£x (t . AX . IjN) (X es un punto sobre AB).
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Dese cuenta, sin embargo, de que longitud de AX = numero de puntos
en AX· liN, i.e.,

AX =v/N,

donde \' es el numero de puntos sobre AX. Asi, el area de AABC es
igual a

N Ns (t· v/N . liN) = ~ (t. v/N2)
V=l V=1

= tN2 . N(N + 1)/214

= i- . N(N + 1)IN2

=t· (N+ I)IN

=i-' (NjN + liN)

= t .(I + liN)

=t+(t'l/N)

Por otra parte, un calculo trivial muestra que el area de AABC es t.
Asi, leI resultado alcanzado mediante el procedimiento de la suma infi-
nita se desvia del valor exacto del area del triangulo s6lo por "un cuar-
to" de punto! Este es desde luego un resultado muy notable. Pero no
hay nada en el c6mputo anterior que le hubiera impedido a Arquimedes
realizarlo, Es posible que Arquimedes haya puesto a prueba su suposi-
ci6n Sl haciendo algunos computes de este tipo, obteniendo el area 0

volumen (previamente conocido) de algunas figuras de facil manipula-
ci6n. Como quiera que haya sido, el metodo de la suma directa, aun si
fuera aplicable a figuras mas complicadas, no era suficiente para resol-
ver el problema de determinar el area 0 volumen de una figura dada.
Pues tal problema requiere de una soluci6n general, i. e., encontrar no
el valor numerico de esta area 0 volumen en particular, sino una rela-
ci6n general y fija entre todas las figuras de cierto tipo (e. g., circulos)
y otra figura de un tipo fijo (e.g., el cuadrado). Como dijimos, encon-
trar esta soluci6n significaba "cuadrar Ia figura". En la actualidad deter-
minamos el area 0 volumen de una clase dada de figuras encontrando
la integral indefinida de cierta funci6n. Por ejemplo, podemos de-

14 Cjr. e1 lema a la Proposici6n I de Sabre conoides y esjeroides.
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terrninar .el area de todos los triangulos similares a f).ABC. integrando
la funci6n y = tx:

f tx dx = iX2 + C.

EI teorema fundamental del calculo nos permite entonces encontrar el
valor numerico particular del area de este 0 aquel i:rifll1gulo. Por ejem-
plo, el area de f).ABC se calcula simplemente haciendo las sustituciones
adecuadas:

Pero el desarrollo de este procedimiento requiri6 de la invenci6n de la
geometria analftica y de unos cuantos siglos de penosos esfuerzos. Lo mas
que podian hacer los griegos para determinar en general el area 0 volu-
men de una figura geometrica (y as! es como el problema era propuest<!t
era describir un procedimiento general mediante el cual no podia con'iJ.
truir un area 0 volumen rectilfneos (como un cuadrado 0 un cubo) igual
al primero. Esto es algo que ya habiamos discutido en el § l.

Debe ser subrayado que -a pesar de la correcci6n del resultado que ob-
tuvimos mediante el procedimiento de la suma infinita- la descripci6n
del proceso de calculo es conceptualmente err6nea y puede conducir a
extrafias paradojas, Bonaventura Cavalieri (1598-1647), por ejemplo, se-
fial6 el siguiente curioso resultado. Considere dos triangulos rectangulos
con un lado comun como se muestra en la Figura 6. Desde un punto arbi-
trario X1 sobre AB dibuje una paralela a AC que intersecte a BC en X2•

Desde X1 dibuje una paralela a BD que intersecte AD en YH y desde
X2 produzca X2Y2 paralela a BD. Esto establece una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de las Imeas rectas que componen a f).ABD
y el de los segmentos de recta que componen a f).BDC. Dado que cada
linea X1Y1 es igual a su linea asociada X2Y2, se sigue que f).ABD = f).BDC.

B

x, ~--------~----~

A
Figura 6.

v, D c
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Pero esto es claramente falso. De hecho, sabemos que dos intervalos
cualesquiera de numeros reales son equipolentes, de modo que en rigor
es simplemente falso que una figura plana este compuesta por segmen-
tos de rectas 0 que un volumen 10 este por figuras planas. No obstante,
el procedimiento de la sum a infinita puede ser justificado teoreticamen-
te, mediante ciertos resultados de la logica matematica, Una discusion
general de tales resultados nos llevaria muy lejos, pero podemos propor-
cionar una breve justificacion del compute del area del triangulo, -que
llevamos a efecto arriba, utilizando estos resultados.w

Considere de nuevo el triangulo ABC, pero ahora como la grafica de
la funcion f(x) = ix. Tome a AB como el intervalo [0, 1] sobre la linea
real, con A ubicado en el origen, y divida a AB en n intervalos iguales
de longitud /lx. Sobre cad a intervalo [Xi_1' Xi] dibuje un rectangulo de
altura f(Xi) y observe que el area del rectangulo es f(Xi) . /lx. Permita
i[J 1
que § f(x) . /l~ denote la suma de las areas de esos rectangulos y dese
cuenta de que ~ f(x) . /lx es una funcion de una variable real (/lx). Aho-
ra bien, para cualquier entero positivo real n, si /lx = 1In, tenemos

1 ..

S f(x) . /lx = ~ f(Xi) . lin
o 4=1

..
= .~ f(iln) . lin

1=1

..
= ~ (t· iin . lin)

.=1..
=.~ i/2n2

,=1

= tn2 . n(n + 1)/2.

De esta manera hemos mostrado que el enunciado de primer orden

'VxVy((y es un entero positivo & ~ == /lx)
y

1

~ ~ f(x) . b» == ty2 . y(y + 1)/2)'

es verdadero en el campo de los numeros reales. Dado que este campo

15 Para una exposici6n introductoria al analisis no estandar, el l~ctor puede acudir
al texto de Henle y Kleinberg (1979), que es de donde he tomado la notaci6n que
uso enseguida.
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es elementalmente equivalente al campo (jno arquimedianoI) de los nu-
meros hiperreales, se sigue que el enunciado es tambien verdadero en
este ultimo campo. Escoja un entero positivo infinito N, haga lIN = I1x
y, especificando universalmente el enunciado de primer orden, reempla-
ce a y con N. Entonces obtenemos

1

S f(x) . I1x = tN2 . N(N + 1)/2
o

= 1+ (1· lIN)

= 1+ .:14

donde e es el infinitesimal que es el inverso de N. Ahora bien, la suma
infinita (la integral) de los rectangulos infinitamente delgados f(x) ·l1x

1

es por definicion igual a la parte estandar de S f(x) . I1x, i. e., al numero
1 0

real mas cercano a S f(x) . /lx. Pero
o

1

st(S f(x) . I1x) =1
o

porque 8/4 es desde luego infinitesimal. Esta es una descripci6n impe-
cable y perfectamente rigurosa del procedimiento de la suma infinita,
la cual no supone que una figura esta hecha a partir de lineas 0 planos,
De esta manera, si, como dice Heath (1912),

aunque Arquimedes llama a los elementos [de una figura geome-
trica] Hneas rectas y areas planas respectivamente, ellos son por su-
puesto, en el primer caso, bandas indefinidamente estrechas (areas)
y, en el segundo caso, laminas planas indefinidamente delgadas
(s6Iidos),18

entonces podemos conduir que el procedimiento de la suma infinita,
sugerido por la concepcion arquimediana de las Iiguras gecrnetricas, es
esencialmente correcto, aunque Ia concepcion misma sea erronea,
Con respecto a S2. Una demostracion canonica del caso infinito de S2 era
algo que se encontraba mas alla del alcance de las tecnicas matematicas
de los griegos. Mas ann, no se necesita ser demasiado perspicaz para
darse cuenta de que ni siquiera el caso mas simple, el que involucra solo
cuatro magnitudes, puede ser demostrado a partir de la base primitiva
propuesta por Arquimedes en sus tratados estantes de mecanica. Las de-
finiciones y axiomas necesarios debian haber aparecido en Sobre el equi-

16 P. S-8.
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librio de los planes I, pero, como se sabe, el sistema axiomatico alli
introducido por Arquimedes es incompleto y defectuoso en algunos res-
pectos. No obstante, Arquimedes utiliza el caso finito general para n
magnitudes de 82 en las demostraciones de las proposiciones 14 y 15 de
Cuadratura de La parabola, por 10 que es obvio que Arquimedes esti-
maba que ese caso de 82 era una verdad perteneciente a su teorfa de la
palanca. En su reconstrucci6n de la teoria arquimediana del centro de
gravedad, Stein (1935) introdujo el caso simple de 82 como una "supo-
sici6n tacita" de Arquimedes. Como quiera que sea, 10 que Arquimedes
utiliza en EM es una versi6n infinita que, como dije, no era posible
demostrar con los recursos de que Arquimedes disponia.

La versi6n contemporanea de 82 admite una demostraci6n simple y
directa. Veamos primero el caso finito. Para ello, imaginese usted que
el eje de las x en el plano cartesiano es una palanca con fulcro en el
origen, considere n magnitudes AlJ ... , An Yn puntos Xl' ••• , xn sobre
el mismo lado del eje x. Si ·h es un punto al otro lado del origen,

"B1, ••• , B" es una descomposici6n de una figura B = ~ Bi YAi es a B,
(=1

10 que h es a Xi' entonces XiAi = hB. Y

" n
~ XiAi = h ~. s,
i=l i=l

=hB;

i. e., las magnitudes Ai colocadas correspondientemente en los puntos Xi

balancean alrededor del origen a B colocada con su centro de gravedad
en -h, Para demostrar la versi6n infinita que necesitaba Arquimedes,
considere dos figuras simetricas A y B -pIanos 0 s6lidos de revoluci6n-
con sus ejes de simetria coincidiendo con el intervalo I = [a, b] en el
eje x, y descomponga estas figuras en segmentos -bandas 0 laminas-
a(x)dx y ~(x)dx de espesor infinitesimal dx, utilizando las funciones
continuas a y ~ adecuadas. Si ·h es un punto sobre el eje X al otro lado
del origen, tal que a(x)dx es a ~(x)dx 10 que h es a x para cada X en I,
entonces xa.(x)dx = b~(x)dx y

t xa(x)dx = h t ~(x)dx
a a.

=hB,

de manera que la figura A, donde esta, balancea a B ubicado con su
centro de gravedad en -h, alrededor del origen tomado como fulcro de
una palanca.
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Can respecto a S3. Al igual que S2, S3 es una suposicion extraordi-
.naria cuya demostracion en el caso infinito era inaccesible para las tee-
nicas de que podia disponer Arquimedes. Antes de pasar a la demostra-
cion contemporanea de los dos casos de S3 -el finito y el infinito-
ofrecere al lector una prueba de S3 para el caso mas simple utilizando
exclusivamente resultados y tecnicas que estaban al alcance de Arqul-
rnedes. Espero con esto sensibilizar al lector hacia las limitaciones tee-
nicas de la epoca, las que hadan imposible una demostracion canonica
del caso general, as! como transmitirle una idea del estilo de demostra-
cion de Arquimedes en sus tratados mecanicos. Para demostrar ese caso
de S3 hare uso de axiomas y teoremas contenidos en Sabre el equili-
bria de los planos I (EP I), as! como de tres "suposiciones tacitas" de
Arquimedes, a saber:

(TI) Si A Y B son magnitudes ubicadas en brazos diferentes de una
palanca, entonces se da precisamente una de las siguientes situaeiones:
i) A YB estan en equilibrio; ii) la palanca esta inclinada haeia A; iii) la
palanca esta inclinada hacia B.

(T2) EI caso finito de S2.
(T3) Si A Y B son magnitudes ubicadas en brazos diferentes de una

palanca y A es demasiado pesada para estar en equilibrio con B, es po-
sible qui tar de A una porcion tal que la restante estara en equilibrio
con B.

Stein (1935) califica tambien a T3 como una "suposicion tacita" de
Arquimedes y no menciona a Tl, aunque esta claro que Tl tambien 10
es, pues Arquimedes presupone esa tesis en la demostracion de la irn-
portante Proposicion 7 de EP I, la que afirma que dos magnitudes
inconmensurables se balancean a distancias redprocamente proporciona-
les a las magnitudes. Sin embargo, TI no aparece ni como axioma ni
como teorema en ninguno de los tratados estantes de Arquimedes: posi-
blemente se trate de una de esas suposiciones que los geometras griegos
adoptaban calladamente, precisamente debido a su obviedad. Utilizando
tan obvias suposiciones demostraremos a continuacion tres lemas previos
al teorema que nos interesa.

Lema 1. Si dos magnitudes Al y A2, ubicadas con sus centres de grave-
dad en DI y D2, respectivamente, balancean alrededor del fulcra F de
una palanca a una tercera magnitud B = BI + Bz, puesta con su centro
de gravedad en un punto H en el otro extremo de la palanca, y si la
magnitud Al es a BI 10 que la distancia FH es a DIF, entonces A2:B2 =
=FH:D2F.
Demostraci6n. Retire A, de la palanca y reste BI a B. Entonces solo hay
tres posibilidades: (i) Az equilibra a Bz, en cuyo caso no hay nada que
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dernostrar; (ii) la palanca se inclina hacia A2; (iii) la palanca se inclina
hacia B2 (Tl). Si la palanca se inclina hacia A2, retire una porci6n C de
A2 hasta que la palanca se nivele (T3), de modo que A2 - C:B2 = FH:
D2F (EP I, 6, 7). Entonces 82 (== T2) implica que las magnitudes Al en
Dl' A2 - C en D2 y B en H, estan en equilibrio alrededor de F, de donde
se deduce que el sistema original Al en Dl' A2 en D2, B en H, no 10 esta,
pues la palanea debiera en tal easo estar inclinada hacia A2 (EP I, Postu-
lado 3), 10 que eontradice la hipotesis. De la misma manera se prueba
que la palanca no puede estar inclinada hacia B2• Por 10 tanto, la palan-
ca esta en equilibrio, i. e., A2:B2 = FH:D2F (EP I, 6, 7).

Q.E.D.

Lema 2. Si dos magnitudes Al YA2, ubicadas con sus centros de grave-
dad en Dl YD2, respecrivamente, balancean alrededor del fulcro F de
una palanca a una tereera magnitud B, colocada con su centro de grave-
dad en un punto H en el otro extremo de la palanea, entonees B admite
una descomposici6n en partes B; y B2 tales que B = Bl + B2, Al:Bl =
FH:DIF Y A2:B2 = FH:D2F.

Demostraci6n. Retire A2 de la palanea con 10 que esta se inclinara hacia
B (EP I, P.3), Ya eontinuaci6n retire una porci6n B'2 de B hasta que la
palanca se nivele (T3), de manera que Al:Bl == FH:DIF (Bl = B - B2)
(EP I, 6, 7). Entonces A2:B2 = FH:D2F (Lema 1) YB = e,+ B2.

Q.E.D.

Lema 3. Sea F el fulcro de una palanca, Dl YD2 puntos sobre uno de
sus brazos, y Hun punto en el extrema del otro brazo, Si All A2, B1, B2
son magnitudes tales que

y

entonees la magnitud eompuesta A = Al + A2, eoloeada en el centro de
gravedad del sistema Al (en D1), A2 (en D2), equilibra a la magnitud
B = B; + B2 eolocada con su centro de gravedad en H (figura 7).

Demostracion. Sea E el centro de gravedad del sistema Al (en D1), A2
(en D2), de modo que
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ffiA2

Figura 7.

Divida FH de acuerdo con la proporcion D2E:D1E, encontrando un pun-
to G tal que

y, de la misma manera, divida EF encontrando C tal que

(5) FH:DIF::: FG:EC

(Euclides VI, 10). Entonces FH::: FG + FM y

(6) FG + GH:DIF :::FG:EC

(7) FG + GH:FG :::DIF:EC (alternando)

(8) GH + FG:FG = (DIE + CF) + EC:EC

(9) GH:FG::: DIE + CF:EC (separando)

(10) FG:GH::: EC:DIE + CF (invirtiendo)

Luego, puesto que EC :::D2E + D2C, (4) Y (10) implican

(alternando)

(separando)

(alternando)
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(15) D2C:CF = FG:GH

(16) FG + GH:GH = D2C + CF:CF

(17) FH:GH = D2F:CF

(18) FH:D2F = GH:CF

(19) GH:CF = A2:B2

(4) (14)

(componiendo)

(alternando)

(2) (18)

De esta manera, obtenemos las siguientes proporciones:

AI:BI = FG:EC
A2:B2 = GH:CF
AI:A2 = D2E:DIE

(I) (5)
(19)
(3)

De aqui se deduce inmediatamente, mediante un lema demostrado por
Arqulmedes.v que

o sea,
A:B=FH:EF.

Por 10 tanto, la magnitud A colocada en el centro de graved ad E del
sistema AI' A2 balancea a B colocada en H (EP I, 6, 7).

Q.E. D•

. Una vez demostrados los lemas necesarios, podemos pro ceder a formu-
lar y a probar el caso elemental de S3, Este es el siguiente

Teorema. Si dos magnitudes AI>A2, colocadas con sus centros de grave-
dad en los puntos D1, D2 (respectivamente) del brazo de una palanca,
equilibran alrededor del fulcro F una magnitud B colocada con su cen-
tro de gravedad en un punto H situ ado en el extrema del otro brazo de
la palanca, entonces la magnitud At +A2, colocada en el centro de gra-
vedad E del sistema original AI' A2, balancea a B colocada donde esta.

Demostracion, Por el Lema 2, B admite una descomposicion en partes
Bl, B, tales que B = BI +B2, AI:BI = FH:DIF y A2:B2 = FH:DzF. Luego,
por el Lema 3, Al + A2 ubicada en el centro de gravedad del sistema
AI' A2 balancea a B colocada en H.

Q.E.D.

17 Ver lema EM2 en el Apendlce.
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Demostrar el caso finito general de este teorema empleando exclusiva-
mente tecnicas antiguas es un ejercicio nada trivial que puede intentar
el lector interesado en practicar sus conocimientos de geometria griega.
En contraste, la demostraci6n moderna de S3 es simple y directa. Para
probar el caso finito general, considere al eje de las x como una palanca
con fulcro en el origen y observe que n magnitudes All .. "' .l1." balanccan

"a una magnitud A = l: A, colocada en el punto -x, alrededor de 0, si
'=1

"-xA + l: x.A. = 0
.=1

i. e., si

de manera que las n magnitudes originales A1, ••• , A" actuan sobre la
palanca como si fueran una sola magnitud colocada en x. As! definido,
x es el centro de gravedad del sistema All ... , A". Ahora bien, 10 que
hay que demostrar es que si estas magnitudes, ubicadas en Xl' .•. , X",

balancean alrededor del origen a una magnitud B colocada en -h, en-
tonces A colocada en x balancea a B colocada en -h alrededor de O.La

"hip6tesis de esta aserci6n es verdadera si, y s610 si, l: x.A. = hB; pero
(=1

1 " "xA = - l: x,A, . A = l: x,A. = hB,A (=1 1=1

con 10que se cumple tambien la tesis. La demostraci6n del caso infinito
que Arquimedes requeria es analoga, s610que ahora el centro de gra·
vedad de los segmentos infinitesimales a(x)dx de A se define como
1 b- f xa(x)dx. De esta manera, si los segmentos balancean a B colocada
A a b
en -h, 0 f xa(x)dx = hB, entonces

a

1 b b
xA = - f xa(x)dx . A = f xa(x)dx = hB,

A a a

con 10 que se prueba la aserci6n.
Es as! como concluimos nuestro analisis de las tres grandes suposiciones

extraordinarias en las que esta basado El metoda de Arquimedes. Como
vimos, todas ellas son esencialmente correctas, por 10 que no debe ex-
trafiar que el metodo heuristico de Arquimedes 10 condujera a resulta-
dos verdaderos. Lo que sf causa asombro y admiraci6n, sin embargo, es
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que un matematico que vivi6 en el siglo III a. c. haya podido ver su
validez.

3. Los resultados del metoda

Utilizando su metodo, Arquimedes descubri6 0 se convenci6 de Ia ver-
dad de, al menos, las quince proposiciones enlistadas en EM. Todas ellas
afirman que el area 0 volumen de alguna(s) figura(s) curva(s) es prop or-
cional al area 0 volumen de otra figura (no necesariamente rectilinea],
con la excepci6n de las proposiciones 5, 6, 8 Y 9, las que afirman que
el centro de gravedad de una figura dada es un punto dentro de la fi-
gura. Sera suficiente analizar la investigaci6n de una de estas proposi-
ciones para obtener una idea adecuada del metodo de Arqufmedes. Con-
sedere la siguiente.

Proposicion 1 de EM. Sea ABC un segmento de una parabola acotado
por la linea recta AC y la parabola ABC, y sea Del punto medio de AC.
Dibuje una linea recta DBE paralela al eje de la parabola y junte
AB, BC.

Entonces el segmento ABC sera 4/3 del triangulo ABC.
Desde A dibuje AKF paralela a DE, y deje que la tangente a la para-

bola en C intersecte a DBE en E y a AKF en F. Produzca CB intersectan-
do AF en K, y nuevamente produzca CK hacia H, haciendo KH igual
a CK (vea la 'figura 8).

F

H

Lt-~ __ t-::;::::::~<:::::""-_

~------~----~----------------~ c
A o o

Figura 8.
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Lo que Arquimedes tenia que mostrar es que cada uno de los segmen-
tos OP, paralelos a FA, ubicados con sus centros de gravedad en H, ba-
lancean el correspondiente segmento OM, con su centro de gravedad en
KC, alrededor de K considerado como el fulcro de una palanca, i. e., ne-
cesitaba mostrar que

(I) MO:OP =HK:KN,

donde N es un punto variando sobre KC. Esto 10 muestra Arquimedes
como sigue: Dado que CE es tangente a Ia parabola y BD es la semi-
ordenada (paralela al eje), el lema EMI (ver el Apendice) implica

(2) EB=BD.

Asi, dado que FA, MO son paralelos a ED, se sigue (Euclides VI, 4) que

(3)
Y
(4)

FK=KA

MN=NO.

Ahora bien, dado que AC es la base del segmento ABC y el diametro
a traves de P intersecta CA en 0 y la tangente por C en M, se sigue que

(5)
Asi,

CO:OA = MP:PO.

(6)

(7)

MP + PO:PO = CO + OA:OA

MO:OP = CA:AO.

(EMS)

(componiendo)

Considere ahora el triangulo ACK y observe que ON es paralela a AK;
esto implica que

(8)

(9)

(10)

(II)

(12)

AO:OC= KN:NC

CO:OA = CN:NK

CO + OA:OA = CN + NK:NK

CA:OA = CK:NK

MO:OP = CK:KN

Como HK=CK,
(1) MO:OP = HK:KN

(Euclides VI, 2)

(invirtiendo)

(componiendo)

(7) (11)
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que es la igualdad deseada. Puesto que MO fue escogido arbitrariamen-
te, Arquimedes ha mostrado realmente que "para todas las otras lineas
rectas paralelas a DE y que intersectan el arco de la parabola":

(13) "(I) la porcion interceptada entre FC, AC con su punto medio
sobre KC y (2) una Iongitud igual a Ia interceptada entre Ia
curva y A C colocada con su centro de gravedad en H estara en
equilibrio alrededor de K."

En este punto Arquimedes usa su suposicion 82, pues concluye: "Por
10 tanto,

(14) K es el centro de gravedad del sistema complete consistente (I)
de todas las Hneas rectas como MO interceptadas entre FC, AC
Yubicadas donde de hecho estan en la figura y (2) de todas las
lineas rectas ubicadas en H iguales a las Iineas rectas como PO
entre Ia curva y AC."

En otras palabras, las Hneas rectas como MO, ubicadas donde estan en
la figura, balancean alrededor de K a las lineas rectas como PO, a las
que podemos concebir aqui como una sola magnitud compuesta ubicada
con su centro de gravedad en H. Por otro lado, "dado que

(15) el triangulo CFA esta compuesto por todas las lineas paralelas
como MO" (81)

y
(16) "el segmento [de parabola] esta compuesto por todas las lineas

rectas como PO dentro de la curva" (81),

"se sigue que

(17) el triangulo, ubicado donde esta en la figura, esta en equilibrio
alrededor de K con el. segmento CBA ubicado con su centro de
gravedad en H".

AI llegar este momento, Arquimedes aplica la suposicion S3 concibien-
do el triangulo como si toda su magnitud estuviese concen:trada en su
centro de gravedad W, de manera que

(18) ~ACF:segmento ABC = HK:KW

Ahora bien, el lector puede verificar que el lema EM4 implica que la
linea CK es a KW 10 que 3 es a I; luego, puesto que HK = CK,
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(19) HK:KW=3:1

10 que, junto con (18), implica

(20) llACF:segmento ABC = 3: 1

Por otro lado, dado que los triangulos KFC y AKC estan sobre bases
iguales AK y KF, Y en las mismas paralelas, AF y la paralela a AF a
traves de C, se sigue que llKFC = llAKC (Euclides I, 38). Por la misma
razon, dado que los triangulos ABD y DBC se hall an sobre bases iguales
AD, DC, tambien son iguales. Ahora, a traves de un punto L sobre KA,
dibuje una paralela a AD (Euclides I, 31) completando el paralelogramo
LBDA; entonces el paralelogramo LBDA es el doble del triangulo ABD,
pues tienen la misma base AD Y estan en las mismas paralelas AK, BD
(Euclides I, 41). Mas aun, dado que AF es paralela a DE y LB es para-
lela a AC, el angulo AKB es igual al angulo DBC y el angulo KBL es
igual al angulo BCD (Euclides I, 29); pero LB, que es igual a DC, sub-
tiende el angulo AKB, de modo que el triangulo LKB es igual al trian-
gulo BDC (Euclides I, 26). Por ende, el triangulo AKC es al triangulo
DBC 10 que 4 es a 1 y

(21)
Por 10 tanto,

llACF = 4llABC.

(22)

Y

(23)

4llABC:segmento ABC = 3: 1

-AABC = segmento ABC.
3

EI resultado (23) concluye la investigaci6n de la Proposici6n 1 de EM.
Aunque ahora sabemos que el procedimiento anterior en realidad de-
muestra la proposici6n, Arquimedes dice que

el hecho aqui enunciado en realidad no se prueba con el argu-
mento usado; pero ese argumento ha dado una suerte de indicaci6n
de que la conclusi6n es verdadera. Viendo que el teorema no se
demuestra, pero al mismo tiempo sospechando que la conclusi6n
es verdadera, tendremos acceso a la demostraci6n geometrica que
yo mismo he descubierto y publicado.w

La proposici6n 1 de EM es formulada como Proposici6n 17 de Cuadra-
tura de la parabola, seguida por la demostraci6n geometries aludida

18 Heath (1912). pp. S-17 Y S-18.
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por Arquimedes en el pasaje anterior. ,Que tiene esta demostraci6n
que no tenga la de EM?

Dijksterhuis (1957) alega que la deficiencia matematica de los argu-
mentos en EM es "exclusivamente una consecuencia del uso de indivi-
sibles".» Me parece que Dijksterhuis acierta al implicar que el uso de
los indivisibles en los argumentos de EM los torna deficientes desde el
punto de vista de la matematica griega: como vimos, aparte de que
la suposici6n SI es en rigor falsa, la demostraci6n de S2 y S3 era algo
que se encontraba mas ana de las posibilidades tecnicas de los ge6metras
griegos, y claro q~e desde el punto de vista de enos el uso de una supo-
sici6n no justificada en un argumento hace al argumento defectuoso.
Sin embargo, Knorr (1978) sugiere otra raz6n que tambien invalidaria
el metodo de Arquimedes qua metodo de demostracitm (no de investi-
gacion). Esta tiene que ver con uno de los canones formales de demos-
traci6n de la matematica griega, segun el cual es permisible demostrar
teoremas de una ciencia posterior utilizando principios de una anterior,
pero no viceversa.w Asi, no es permisible utilizar los principios y resul-
tados de la mecanica de los equilibrios y centros de gravedad para de-
mostrar teoeremas geornetricos, porque la prim era ciencia es posterior
a la geometria. Lo que determina esta prioridad entre las ciencias es la
complejidad de las cosas estudiadas; por ejemplo, en el caso que nos
ocupa, la geometria es anterior a la mecanica porque la primera atri-
buye a sus objetos s610 magnitud, mientras que la segunda les atribuye,
ademas de magnitud, peso.v

APENDICE

Para comodidad del lector enuncio aqui cuatro de los lemas empleados
por Arquimedes en El metoda.

(EMl) Si en una parabola QQ' es una cuerda paralela a la tangente por
P, y si se dibuja una linea recta a traves de P que es el eje 0 paralela
al eje, y que intersecta a QQ' en V y a la tangente por Q a la parabola
en T, entonces PV =PT (Figura 9).

(EM2) (Proposici6n 1 de Sobre conoides " esferoides). Si AI' Bl, ell
K; y A2, B2, C2, ••• , K2 son dos series de magnitudes tales que

... ,

19 P. 319.
20 Cfr. Arist6teles, Analiticos posteriores I, 6 Y 7.
21 Suponiendo que la densidad de las figuras geometricas es igual a 1, hemos segui-

do a Arquimedes al identificar su peso con su magnitud.
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Al:Bl = A2:B2
B1:Cl = B2:C2, y as! eonseeutivamente;

Ysi As, Bg, Ca, ... , Ka YA4, B., C., ... , K. son otras dos series tales que

Al:A3 = A2:A.
Bl:B3 = B2:B4, y as! eonseeutivamente,

entonees (Al + Bl + Cl + ... + Kl): (As + Ba + Cs + ... + Kg) = (A2 +
B2 + C2 + ... + K2): (A. + B4 + C4 + ... + K4).

(EM3) (Proposicion 5 de Cuadratura de la parabola). Si Qq es la base
de eualquier segmento de parabola, P el vertice del segmento, y PV su
diametro, y si el diametro de la parabola a traves de eualquier otro
punto R interseeta Qq en 0 y a la tangente por Q en E, entonees
QO:Oq = ER:RO. (Figura 10).

(EM4) (Cfr. Sabre el equilibria de los planos I, 14 Y 15). El centro de
gravedad de cualquier triangulo esta en la interseccion de las Hneas
dibujadas desde dos angulos eualesquiera hacia los puntas medios de los
respectivos lados opuestos y cualquiera de estas Hneas es a su porcion
comprendida entre el lado y el centro de gravedad 10 que 3 es a 1.
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T
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Figura 10.
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