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EL METODO DE ARQUIMEDES

ApoLFO GARciA DE LA SIENRA *

UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NicoLAs pE HIpALGO,
MORELIA, ME£XICO,

Los tratados de geometria griegos estan escritos en conformidad con
cdnones metodolégicos muy estrictos. Al igual que los Elementos de Eu-
clides, casi todos ellos consisten en una cadena de proposiciones cuya
demostracién se omite Gnicamente cuando son tomadas como axiomas.
Esta forma de presentar los resultados geométricos estd bastante de acuer-
do con el ideal griego de una episteme, pero ha tenido la desventaja
—para los matemdticos e historiadores posteriores de la matemdtica—
de ocultar completamente los procesos de construccién o descubrimien-
to de los conceptos y teorfas elaborados por los gedmetras griegos: como
sefiala Knorr,® muchos de los geémetras del siglo xvii, entre ellos Torri-
celli y el mismo Descartes, se quejaron de la opacidad de los métodos
formales antiguos y sospechaban que los antiguos poseian métodos heu-
risticos que ocultaban de una manera deliberada. En particular, durante
muchos siglos, matematicos e historiadores de la matemética sospecharon
que Arquimedes habia aplicado en su descubrimiento de teoremas geo-
métricos una técnica heuristica de analisis de la cual, no obstante, nin-
guna traza se encontraba en los textos arquimedianos conocidos hasta
el afio de 1906. En el afio de 1906 el investigador alemén J. L. Heiberg
descubrid, en un antiguo palimpsesto conservado en la biblioteca del
monasterio del Santo Sepulcro de Jerusalén examinado por él mismo
en Constantinopla, un nuevo texto arquimediano que se consideraba
perdido 2 en el que Arquimedes expuso un método para la “investiga-
cién” (Oempeiv) de teoremas geométricos. El texto es designado alli como
'Egodtov 0 'E¢odixév aunque el titulo que le dio Arquimedes es *Egodoc,
término que puede ser traducido como °‘El métedo’. El método (EM)
se encontraba junto a fragmentos de otros tratados arquimedianos ya

* Agradezco al profesor Wilbur R. Knorr, del Departamento de Cldsicos de la
Universidad de Stanford, los valiosos comentarios y sugerencias que me hizo cn co-
nexién con este trabajo.

1 Ver Knorr (1978) en la Bibliografia.

2 Solo se sabia de su existencia por referencias de escritores antiguos. Suidas lo
p)cnciona y Herén lo cita en su Métrica (Heronis Opera 1I1, 80, 84, 130).
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conocidos y, al igual que éstos, parcialmente borrado y cubierto por un
texto mas reciente —escrito entre los siglos X1 y Xiv— que contenia
un eucologio. Afortunadamente, el texto original estaba casi completo y
ademds era legible, lo que le permiti6 a Heiberg transcribirlo y dar
a conocer al mundo un tesoro matematico que habia permanecido ocul-
to durante muchos siglos.® Invito al lector a que me acompafie a con-
tinuacién a admirar este tesoro. En primer lugar trataremos de ver en
general en qué consiste y qué tipos de problemas permitia abordar, en se-
guida haremos un andlisis de sus fundamentos y, por ultimo, lo veremos
en operacién mediante un andlisis detallado de la Proposicién 1 de El
método.

1. Las caracteristicas generales del método

El método no es un tratado ordinario de geometria griega. A diferencia
de tales tratados, que jamds proponen un teorema sin acompafiarlo de
una correspondiente demostracién basada exclusivamente en resultados
previamente establecidos y aceptados por la comunidad de matematicos
griegos, EM expone cierto procedimiento mediante el cual el mds gran-
de matemitico de la antigiiedad cldsica parece haberse convencido de la
verdad de proposiciones importantes antes de buscar una demostracién
canénica de las mismas. EM contiene “investigaciones” de teoremas in-
cluidos y debidamente demostrados en Cuadratura de la pardbola, Sobre
la esfera y el cilindro 1y II, Sobre conoides y esferoides y en un tratado
perdido sobre el centro de gravedad de los s6lidos.* No hay duda de que
Cuadratura de la pardbola es anterior a EM, pues en la Proposicién 1
de este tratado Arquimedes alude a la demostraci6n candnica de la
misma, la cual se encuentra precisamente en el primer texto. Heath
(1921) ubica a EM antes que Sobre la esfera y el cilindro 1y I, y Sobre
. conoides y esferoides, pero la argumentacién de Knorr (1978) al respecto
deja poca duda de que EM es el ultimo de los escritos estantes produ-
cidos por Arquimedes. Asf, EM resultaria ser una presentacién tardia
de un método heuristico empleado por el mismo Arquimedes para des-

3 Heiberg report6 su descubrimiento y publicé el texto en su “Eine neue Archi-
medeshandschrift”, Hermes XLII, 1907. T. L. Heath agregé una traduccién inglesa
de El método como suplemento a la segunda edicién (1912) de The Works of Ar-
chimedes, publicada por primera vez en 1897. Este es el texto que utilizo aqui, pero
también hay una edicién castellana de EM, debida a José Babini, por la Editorial
Universitaria de Buenos Aires.

4 Arquimedes se refiere a este texto como Los equilibrios ("Tooggonioug) en Sobre
los cuerpos flotantes 11. Knorr conjetura que debié haber sido compuesto por Arqui-
medes entre Sobre conoides y esjeroides y Sobre los cuerpos flotantes 1. Cfr. Knorr
(1978), p. 528 y Knorr (1978 a).

-
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cubrir o establecer proposiciones demostradas en tratados escritos y pu-
blicados con anterioridad.

Los problemas que sabemos Arquimedes resolvié con su método son
de tres tipos, a saber: 1) mostrar que el drea o volumen de una figura
geométrica no rectilinea se halla en cierta proporcién con el 4rea o
volumen de una figura rectilinea, 2) mostrar que los volimenes de dos
figuras no rectilineas se hallan en cierta proporcién y 3) determinar el
centro de gravedad de un sélido no rectilineo, La Proposicién 1 de EM
es el unico ejemplo del primer tipo; en ella se propone mostrar Arqui-
medes que el drea del segmento de parabola ABG, acotado por la linea
recta AC y la paribola (también designada por) ABC, es igual a 4/3 el
drea del tridngulo inscrito en el segmento (ver Figura 1).

C. A

Figura 1.

Como un ejemplo del segundo tipo podemos mencionar la primera
parte de la Proposicion 2 de EM, donde se investiga la asercién de que
“cualquier esfera es [con respecto al contenido sélido] cuatro veces el
cono con base igual a un gran circulo de la esfera y altura igual a su
radio”.s Un ejemplo del tercer tipo se encuentra en la Proposicién 6, la
que afirma que “el centro de gravedad de cualquier hemisferio [se halla
en la linea recta que] es su eje, y divide la dicha linea recta de tal modo
que la porcién de ella adyacente a la superficie del hemisferio estd con
la restante porcién en la misma razén que 5 estd con 3. Los tipos (1)
y (2) se distinguen entre si s6lo por el hecho de que en el primer caso se
establece una relacién de proporcionalidad entre (el 4rea de) una figura
rectilinea y (la de) una curvilinea, mientras que en el segundo caso se
muestra la proporcionalidad de (el volumen de) dos figuras curvilineas.
Esta diferencia es importante, pues los geémetras griegos consideraban
que el problema de determinar el drea o volumen de una figura geo-
métrica dada quedaba resuelto en el momento en que se demostraba la

5 Heath (1912), p. S-18.
¢ Heath (1912), p. S-27.
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igualdad de (el 4rea o volumen de) esa figura con (el 4rea o volumen
de) un cuadrado o un cubo. De ah{ se deriva el famoso problema de la
cuadratura del circulo, i. e., el problema de construir un cuadrado de
drea igual a la de un circulo dado. Sabemos que este problema es irreso-
luble mediante el método constructivo de la regla y el compds, pero
Arquimedes demostré por reduccién al absurdo que “el 4rea de cual-
quier circulo es igual a un tridngulo rectdngulo en el cual uno .de los
lados adyacentes es igual al radio y el otro a la circunferencia del circu-
lo”.” Este resultado, junto con la estimacién que hizo de la razén n de
la circunferencia de cualquier circulo a su didmetro, como una entre
31/, (=3.1408) y 31/, (= 8.1428),® le permitié a Arquimedes calcular
con un grado razonable de aproximacién el 4rea de cualquier circulo.
La medicién del cfrculo es un pilar fundamental de la obra de Arquime-
des, porque ella le abrié la posibilidad de calcular las 4reas y volumenes
de varias figuras curvilineas importantes, como la esfera. Asi, por ejem-
plo, en la Proposicién 34 de Sobre la esfera y el cilindro 1 Arquimedes
demuestra canénicamente la Proposicién 2 de EM, arriba mencionada.
Ahora bien, ya Euclides sabfa que “cualquier cono es una tercera parte
del cilindro que tiene su misma base e igual altura” (Euclides XII, 10),°
de donde se deduce que “todo cilindro cuya base es el circulo mayor de
una esfera y cuya altura es igual al didmetro de la esfera es 3/2 de la
esfera” (Corolario a la Proposicién 34 de Sobre la esfera y el cilindro T).
-Por otra parte, 1a Proposicién 14 del Libro II de los Elementos de Eu-
clides permite construir un cuadrado igual a una figura rectilinea dada,
en particular igual a un tridngulo rectangulo. De esta manera, si E es
una esfera dada, C es un circulo mayor y d es el didmetro de la misma,
los resultados en Medicién de un circulo nos permiten “construir” un
tridngulo con lados adyacentes aproximadamente iguales respectivamente
al radio de C y a su circunferencia, y, por lo tanto, de 4rea aproximada-
mente igual a la de C. A partir de aqui es posible obtener, mediante los
otros resultados mencionados, un paralelepipedo sélido cuya base es un
cuadrado aproximadamente igual a C y cuya altura es igual al didmetro
de la esfera E, i. e., un paralelepipedo cuyo volumen es aproximadamen-
te igual al de un cilindro cuya base es el circulo mayor de la esfera E y
cuya altura es el didmetro d de la misma. Estd claro que el volumen de
semejante paralelepipedo deberd ser aproximadamente igual a 3/2 el
volumen de la esfera, con lo que se obtiene una razén aproximada entre
el volumen de la esfera y el de una figura rectilinea. De esta manera se

7 Proposicién 1 de Medicion de un circulo; cfr. Heath (1912), p. 91.

8 Proposicién 3 de Medicidn de un circulo; Heath (1912), p. 93.

9 Sigo la edicién en tres voltimenes de los Elementos debida a Heath (1956). El
numeral romano se refiere al libro y el ardbigo a la proposicién.
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ve la pertinencia que tienen las comparaciones de 4reas o voliimenes de
figuras curvilineas en la obra de Arquimedes, pues ellas sirven como
eslabones de una cadena de resultados que permiten, finalmente, estable-
cer proporciones entre las dreas o volimenes de figuras curvilineas y
rectilineas, i. e., que permiten cuadrar o “cubicular” las primeras.

Al lector le puede parecer que semejante modo de determinar el drea
o volumen de una figura es torpe y complicado, pero debe tener presente
que la geometria griega no es algebraica: para los griegos las dreas, volu-
menes y longitudes de las figuras geométricas no eran numeros, sino
entidades de cierta naturaleza (¢espaciales?) cuyas propiedades y relacio-
nes debian ser estudiadas con métodos adecuados a esa misma naturaleza.
Gracias a la invencién de la geometria analitica y sobre todo al desarrollo
del cdlculo diferencial e integral, las proposiciones que Arquimedes in-
vestigd con su método y demostré penosamente por procedimientos in-
directos admiten en la actualidad una prueba muy directa e inmediata.
Con el objeto de hacer comparaciones veremos enseguida la demostracién
contempordnea de la primera parte de la Proposicién 2 de EM, asi como
la de la Proposicién 6; ambas proposiciones fueron enunciadas mds
arriba.

En el primer caso se trata de mostrar que cualquier esfera es cuatro
veces el cono con base igual a un gran circulo de la esfera y altura igual
a su radio r. Para tal efecto, considérese a la esfera como el producto
de una revolucién, alrededor del eje x, del semicirculo acotado por el
eje x y la curva y = ++/r* — x2. (Figura 2.)

Considérese asimismo al cono en cuestién como producto de la revolu-

> <

y=+4 P— %
~
N
y=r1—X
2 L -
—r . dx r X

Figura 2.
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cién, también alrededor del eje x, del tridngulo acotado por los ejes
x ¥y, asi como por la recta y = 7 — x. Dividanse ahora de manera exhaus-
tiva tanto el semicirculo como el tridngulo en bandas de anchura infini-
tesimal dx y alturas y =+/72 — x* y y =7 — x, respectivamente. Al efec-
tuar estas bandas una revolucién alrededor del eje de las abscisas gene-

ran discos cuyos volumenes son xm (\/72 —x2)?dx en el primer caso, y
n (r— x)* dx en el otro. Como~los voliimenes de la esfera y del cono re-
sultan de la “suma” (integral) de tales discos, obtenemos

volumen de la esfera =g (_ 7% —x%dx
=n[rx —}x3)_,

nrd

w i

volumen del cono =g f (r — x) dx
=an[r*x —rx® + % x%],
=% nrd

Por lo tanto, el volumen de la esfera es cuatro veces el volumen del
cono, como se habia afirmado.

La demostracién de la otra proposicién involucra la definicion del
concepto de centro de gravedad de un sélido. Conviene considerar a
nuestro hemisferio como el sélido generado por la revolucién, alrededor
del eje y, del cuarto de circulo acotado por los ejes x y v, asi como por
la curva x =~/72 — 9% (Figura 3). De esta manera, por razones de sime-

*Y

X = r2__y2

dy{ —\

Figura 3.
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tria, €l centro de gravedad estd en el eje y y, por definicién, la coordena-
da y del centro de gravedad es igual a

—

- 1 — .
y=v fom (Vrt -y dy

donde V = g ar® es el volumen del hemisferio. Asi,

3
) [y =1 97%

_ 3re

T 8re
=-§-‘r

Esta es la distancia del origen al centro de gravedad; la porcién del eje
hemisférico adyacente a la superficie del hemisferio es por consiguiente
igual a r — §r = 7, de donde se deduce que la porcién adyacente al he-
misferio es a la porcién restante lo que 5 es a 8, como habfa dicho el
matemdtico de Siracusa.

El concepto de centro de gravedad no es geométrico sino mds bien
mecinico. Arquimedes escribié algunos tratados mecdnicos entre los que
cabe destacar Sobre el equilibrio de los planos I y II. El método de Ar-
quimedes estd basado principalmente en ese tratado y es por ello que se
trata de un método mecdnico; de un método mecdnico, empero, utilizado
principalmente para resolver problemas geométricos. La concepcién del
método es en extremo ingeniosa y original. En términos generales, el mé-
todo consiste en lo siguiente. Dadas dos figuras A y B, Arquimedes las
colocaba “empalmadas” en una cierta posicién, de manera que establecia
una correspondencia biunivoca entre sus “componentes” (segmentos rec-
tilineos, si eran figuras planas, o figuras planas, si eran s6lidos). A con-
tinuacién prolongaba Arquimedes uno de los ejes comunes a las figuras
hasta un cierto punto H e, imagindndose ese eje prolongado como los
brazos de una palanca, designaba un punto F sobre el mismo como ful-
cro. En seguida pasaba Arquimedes a mostrar que el “peso” (= longitud
o 4rea) de cada componente de 4, ubicado a una distancia D del fulcro
F en el lado opuesto a H (es decir, donde se encuentra originalmente),
es al “peso” (= longitud o 4rea) del correspondiente componente de B lo
que la distancia FH es a la distancia DF. En este momento aplicaba
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Arquimedes un resultado contenido en las proposiciones 6 y 7 de Sobre
el equilibrio de los planos 1, segin el cual dos magnitudes en una palan-
ca se equilibran a distancias reciprocamente proporcionales a sus magni-
tudes, para concluir que el componente de 4, ubicado en D que es donde
se encuentra originalmente, -balancea al correspondiente componente de
B puesto con su centro de gravedad en H. Esto lo establecia Arquimedes,
de manera general, para todos y cada uno de los componentes de 4 y B,
con el objeto de deducir que 4, donde originalmente se encontraba,
balanceaba a B colocado con su centro de gravedad en el extremo H de
la balanza. Una vez alcanzado este estadio en la investigacién del pro-
blema, podia Arquimedes establecer uno de dos tipos de resultados fina-
les: si el centro de gravedad de 4 era conocido, Arquimedes podia esta-
blecer una comparacién entre el drea o el volumen de las figuras, del
tipo “A es igual a tantas veces B” o, si era ésta la relacién conocida,
Arquimedes podia determinar el centro de gravedad de 4. En algunas
ocasiones, sin embargo, lo que le interesaba a Arquimedes no era tanto
establecer la relacién entre 4 y B, cuanto establecer una proporcionali-
dad entre una parte 4’ de 4 y B; en estos casos lo que hacia Arquimedes
era aplicar teoremas geométricos ya establecidos para mostrar la existen-
cia de una cierta proporcién entre 4’ y 4, y asf, por. transitividad, entre
A’ y. B. En esto consiste esencialmente el método de Arquimedes. Como
se ve, presenta una semejanza con los métodos modernos-de integracién,
precisamente en cuanto a la idea de concebir las figuras como compues-
tas.de figuras (“bandas” o “discos”) de anchura despreciable. Sin embar-
go, como veremos en la seccién siguiente, se trata de una_concepcién
diferente de la que prevalece en el andlisis matemdtico contempordneo.

2. Los supuestos del método -

Es obvio que las investigaciones de las proposiciones llevadas a cabo por
Arquimedes en EM requieren un uso sistemitico de la teorfa.de las
proposiciones, asi como de otros resultados geométricos bien conocidos
(y establecidos) en la época de Arquimedes. Casi todos estos resultados
.habian sido ya sistematizados por Euclides en sus Elementos, pero Ar-
quimedes tomd también algunas proposiciones de los Elementos de las
conicas (un trabajo previo debido a Aristeo o Euclides) cuando escribié
EM, pues en la investigacién de la Proposicién 1, cuando aplica un
cierto resultado geométrico como lema,'* Arquimedes dice que lo tomé
precisamente de ese tratado. Al-comienzo de EM Arquimedes enuncié
nueve lemas, afirmando que “todas estas proposiciones habfan sido ya
demostradas”. Sin embargo, solamente seis de ellas aparecen en alguna

'

10 Ver el lema EM! en el Apéndice.”
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de sus obras estantes, presumiéndose que las tres restantes fueron de-
mostradas en tratados ahora perdidos.i* Como quiera que sea, Arqui-
medes consideraba a esas proposiciones como hechos geométricos bien
establecidos. Ahora bien, lo que es peculiar de EM es que en este tratado
Arquimedes adopt6 también ciertas suposiciones, de gran valor -'heuris-
tico, pero que mumnca fu€ron aceptadas por los gebmctras gricgos —mni
siquiera por el mismo Arquimedes— como verdades establecidas. Estas
suposiciones son tres:

(S1) Una figura plana est4 compuesta por segmentos de rectas y un
volumen por figuras planas.

(S?) Sea A, (i€) una serie de magnitudes, B; (i€ ) una particién de la
magnitud B = 2—@9 , BiyD; (i€I) una coleccién de puntos sobre el brazo
de una palanca con fulcro F y H un punto en el otro brazo. Si, para
cada 7€ I, la magnitud 4; es a B; lo que la distancia FH es a D;F, enton-
ces las magnitudes 4;, colocadas con su centro de gravedad de manera
correspondlente en los puntos D,, balancean alrededor de F a B colocada
con su centro de gravedad en H.

(58) Si un ntimero cualquiera de magnitudes 4; (i€ I), colocadas con sus
centros de gravedad en los puntos D; de una palanca, equilibran alrede-
dor del fulcro F una magnitud B colocada con su centro de gravedad en
un punto H situado en el extremo del otro brazo de la palanca, entonces
la magnitud ¥;¢; 4,, colocada en el centro de gravedad del sistema ori-
ginal 4;, balancea a B colocada donde est4.

Examinaremos separadamente cada una de estas suposiciones.

Con respecto a S1. Arquimedes claramente supone que una figura geo-
metrlca estd hecha a partir de un numero infinito de figuras de la dimen-
sién inferior inmediata, de manera que la suma (infinita) de las magni-
tudes de estas figuras es igual a la magnitud de la figura completa. Por
ejemplo, Arquimedes dirfa que el tridngulo 4BC puede ser descom-
puesto en un numero infinito de segmentos DE, paralelos a 4B, cada
uno de los cuales tiene como “base” un punto sobre BC. Andlogamente,
Arquimedes admitirfa que el cilindro F.est4 hecho a partir de un niimero
infinito de circulos K, paralelos e iguales a la base del cilindro (Fig. 4).
Asi, para Arquimedes un segmento de linea recta aparece como una ban-
da de anchura muy pequeiia y un circulo como un disco de espesor
despreciable aunque no nulo.

11 Posiblemente en Los equilibrios.
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Figura 4.

Semejante concepcién de las figuras geométricas no era muy ortodoxa
dentro de la tradicién matemitica griega. En los Elementos, Euclides
“define” un punto como aquello que carece de partes. Heath dice
que esta caracterizacién del punto puede ser entendida en el sentido
de que un punto es aquello que es indivisible en partes. Se sigue de
ello que la extensién de un punto es nula? Martianus Capella (s. v a. C.)
tradujo la “definicién” euclideana de punto como “Puncium est cuius
pars nihil est” pero, como Heath subraya, “si una parte de un punto
no es nada, Euclides bien podia haber dicho que un punto no es él
mismo ‘nada’, lo que desde luego no hace”.? Supongamos, entonces,
que un punto es “algo”. Ahora bien, hay un sentido obvio en el que
estas entidades llamadas “puntos” carecen de extensién, a saber, si “ex-
tensién” es tomado en el sentido euclideano usual de longitud, anchura o
profundidad. Pues si un punto tuviera (digamos) longitud, entonces seria
una linea y, por lo tanto (infinitamente) divisible, lo que contradice la
misma “definicién” de punto. Por otro lado, la suposicién de que la ex-
tensién de un punto es nula implica que cualquier suma de puntos,
inclusive una infinita, debe ser igual a cero. Pero si éste es el caso, en-
tonces la longitud de una linea recta no puede ser concebida como la
suma de las extensiones de sus puntos. Esta es la razén por la que Aris-
toteles dijo que una linea no estd hecha a partir de puntos —o indi-
visibles—, pues de acuerdo con él la extensién de un punto es cero, como
se puede ver ficilmente en el siguiente pasaje:

[...] no hay razén de cero a un niimero. Pues si 4 excede a $ por 1,

ya 2 por mis de 1, y a 1 por mas aun de lo que excede a 2, aun

asi no hay una razon por la que excede a 0; pues aquello que

excede debe ser divisible entre el exceso + aquello que es excedi-

do, de modo que 4 serd lo que excede a 0 por +0. Por esta razén,

también, una linea no excede a un punto —[a menos que esté
- compuesta de puntos! 13

12 Comentario a la Definicién 1 de los Elementos; v. 1, pp. 155-158,
13 Fisica, 215b 12.
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Claramente, la suposicién de que la anchura de una linea y la profun-
didad de un plano son también nulas, conduce a resultados anilogos,
i. e, implica que ni un plano estd constituido por lineas, ni un volumen
por figuras planas.

Curiosamente, a pesar de los esfuerzos de Aristételes por mostrar su
incorreccién, la concepcién arquimediana de las figuras geométricas con-
duce a cémputos precisos. Por ejemplo, sea ABC un tridngulo tal que
BC es a AB lo que 1 es a 2 (Fig. 5) y suponga que cada uno de los pun-
tos a partir de los cuales 4B estd hecha, tiene una longitud muy pe-
quefia . Tome AB como unidad y sea N = 1:¢ la razén de 4B a cual-
quiera de sus puntos. Se sigue que ¢ =1/N y que la altura de la linea
recta XY, perpendicular a 4B y que tiene a X como “base”, satisface
la proporcién

XY:AX = BGC:4B
= 1:2,

Pl S bl T L PR PR

A
Figura 5.

Luego,
XY = AX/2

y el “4rea” del pequefio “rectdngulo” sobre X es
AX /2 - 1/N.

Asi, de acuerdo con la idea de Arquimedes, el drea de AABC debe ser
igual a la suma

Ex (@} - 4X - 1/N) (X es un punto sobre 4B).
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Dése cuenta, sin embargo, de que longltud de AX = numero de puntos
en AX - 1/N, te.,
: AX =v /N,

donde v es el nGmero de puntos sobre AX. Asi, el 4rea de AABC es
igual a :

S @-vN-1N)= £ (3-v/NY)

V=1 =1

¥
=3N2. 3 v

=Nt NN 1)/23
=4 - N(N + 1)/Ne
=1.-(N+1)/N
=%+ (N/N+1/N)
=1-(1+1/N)
=%+ 1/N)
—1+g/4 :

Por otra parte, un cilculo trivial muestra que el 4rea de AABC es .
Asi, jel resultado alcanzado mediante el procedimiento de la suma infi-
nita se desvia del valor exacto del 4rea del tridngulo s6élo por “un cuar-
to” de punto! Este es desde luego un resultado muy notable. Pero no
hay nada en el cémputo anterior que le hubiera impedido a Arquimedes
realizarlo. Es posible que Arquimedes haya puesto a prueba su suposi-
cién S1 haciendo algunos cémputos de este tipo, obteniendo el 4rea o
volumen (previamente conocido) de algunas figuras de ficil manipula-
cién. Como quiera que haya sido, €l método de la suma directa, aun si
fuera aplicable a figuras mas complicadas, no era suficiente para resol-
ver el problema de determinar el drea o volumen de una figura dada.
Pues tal problema requiere de una solucién general, i. e., encontrar no
el valor numérico de esta drea o volumen en particular, sino una rela-
cién general y fija entre todas las figuras de cierto tipo (e. g., circulos)
y otra figura de un tipo fijo (e.g., el cuadrado). Como dijimos, encon-
trar esta solucién significaba “cuadrar la figura”. En la actualidad deter-
minamos el 4rea o volumen de una clase dada de figuras encontrando
la integral indefinida de cierta funcién. Por ejemplo, podemos de-

14 Cfr, el lema a la Proposicién I de Sobre conoides y esferoides.
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terminar el drea de todos los tridngulos similares a A4BC, integrando
Ia funcién y = 4x:
f%xdx:};xz+c.

El teorema fundamental del cdlculo nos permite entonces encontrar el
valor numérico particular del drea de este o aquel iriangulo. Por ejem-
plo, el drea de AABC se calcula simplemente haciendo las sustituciones
adecuadas:

@*5 =1

Pero el desarrollo de este procedimiento requirié de la invencién de la
geometria analitica y de unos cuantos siglos de penosos esfuerzos. Lo mas
que podian hacer los griegos para determinar en general el drea o volu-
men de una figura geométrica (y asi es como el problema era pr0puesth'i
era describir un procedimiento general mediante el cual no podia con¥.
truir un 4rea o volumen rectilineos (como un cuadrado o un cubo) igual
al primero. Esto es algo que ya habiamos discutido en el § 1.

Debe ser subrayado que —a pesar de la correccién del resultado que ob-
tuvimos mediante el procedimiento de la suma infinita— la descripcién
del proceso de célculo es conceptualmente errénea y puede conducir a
extrafias paradojas. Bonaventura Cavalieri (1598-1647), por ejemplo, se-
fiald el siguiente curioso resultado. Considere dos tridngulos rectdngulos
con un lado comin como se muestra en la Figura 6. Desde un punto arbi-
trario X, sobre AB dibuje una paralela a 4G que intersecte a BC en X,.
Desde X, dibuje una paralela a BD que intersecte AD en Y,, y desde
X, produzca X,Y, paralela a BD. Esto establece una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de las lineas rectas que componen a A4BD
y el de los segmentos de recta que componen a ABDC. Dado que cada
linea x,y, es igual a su linea asociada x,y,, se sigue que A4BD = ABDC.

8

X, X,

Figura 6.
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Pero esto es claramente falso. De hecho, sabemos que dos intervalos
cualesquiera de numeros reales son equipolentes, de modo que en rigor
es simplemente falso que una figura plana esté compuesta por segmen-
tos de rectas o que un volumen lo esté por figuras planas. No obstante,
el procedimiento de la suma infinita puede ser justificado teoréticamen-
te, mediante ciertos resultados de la légica matemaitica. Una discusién
general de tales resultados nos llevaria muy lejos, pero podemos propor-
cionar una breve justificacién del cémputo del 4rea del tridngulo, que
Hevamos a efecto arriba, utilizando estos resultados.s

Considere de nuevo el tridngulo 4BC, pero ahora como la grifica de
la funcién f(x) = 4x. Tome a AB como el intervalo [0, 1] sobre la linea
real, con 4 ubicado en el origen, y divida a 4B en n intervalos iguales
de longitud Ax. Sobre cada intervalo [x;_,, x;] dibuje un rectingulo de
’alturla f(x;) y observe que el drea del rectdngulo es f(x;) - Ax. Permita
qtie $ f(x) - Ax denote la suma de las 4reas de esos rectingulos y dése

cuenta de que § f(x) - Ax es una funcién de una variable real (Ax). Aho-
ra bien, para cualquier entero positivo real n, si Ax =1/n, tenemos

S f(x) - Ax = Z f(x:) - 1n
= 2 f(ifn) - 1/n
=3 (}-i/n- 1)

= 3 i/on?

i=1

:%nZ. il

§=1

=in2 - n(n + 1)/2.

De esta manera hemos mostrado que el enunciado de primer orden

‘VxVﬁ)((y es un entero positivo & l= Ax)
y

1

> §f(x) - Ax =3y yly +1)/2)

es verdadero en el campo de los ntimeros reales. Dado que este campo

15 Para una exposicién introductoria al andlisis no estindar, el lector puede acudir
al texto de Henle y Kleinberg (1979), que es de donde he tomado la notacién que
uso enseguida.

-
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es elementalmente equivalente al campo (jno arquimediano!) de los na-
meros hiperreales, se sigue que el enunciado es también verdadero en
este Gltimo campo. Escoja un entero positivo infinito N, haga 1/N = Ax
¥y, especificando universalmente el enunciado de primer orden, reempla-
ce a y con N. Entonces obtenemos '

§ f(x) - Ax = 3N - N(N +1)/2
=%+ (- 1/N)
=%+4¢/4

donde ¢ es el infinitesimal que es el inverso de N. Ahora bien, la suma
infinita (la integral) de los rectdngulos infinitlamente delgados f(x) - Ax
es por definicién iglial a la parte estindar de § f(x) - Ax, i. e, al numero
real més cercano a § f(x) - Ax. Pero

1

st(§ f(x) - Ax) =4

porque g/4 es desde luego infinitesimal. Esta es una descripcién impe-
cable y perfectamente rigurosa del procedimiento de la suma infinita,
la cual no supone que una figura estd hecha a partir de lineas o planos.
De esta manera, si, como dice Heath (1912),

aunque Arquimedes llama a los elementos [de una figura geomé-
trica] lineas rectas y 4reas planas respectivamente, ellos son por su-
puesto, en el primer caso, bandas indefinidamente estrechas (dreas)
y, en el segundo caso, ldminas planas indefinidamente delgadas
(sélidos), e

entonces podemos concluir que el procedimiento de la suma infinita,
sugerido por la concepcién arquimediana de las figuras geométricas, es
esencialmente correcto, aunque la concepcidén misma sea errénea.

Con respecto a §2. Una demostracién canénica del caso infinito de S2 era
algo que se encontraba miés alld del alcance de las técnicas matemdticas
de los griegos. Mds atn, no se necesita ser demasiado perspicaz para
darse cuenta de que ni siquiera el caso mds simple, €l que involucra sélo
cuatro magnitudes, puede ser demostrado a partir de la base primitiva
propuesta por Arquimedes en sus tratados estantes de mecdnica. Las de-
finiciones y axiomas necesarios debian haber aparecido en Sobre el equi-

16 P, S-8.
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librio de los planos I, pero, como se sabe, el sistema axiomdtico alli
introducido por Arquimedes es incompleto y defectuoso en algunos res-
pectos. No obstante, Arquimedes utiliza el caso finito general para n
magnitudes de S2 en las demostraciones de las proposiciones 14 y 15 de
Cuadratura de la pardbola, por lo que es obvio que Arquimedes esti-
maba que ese caso de $2 era una verdad perteneciente a su teorfa de la
palanca. En su reconstruccién de la teoria arquimediana del centro de
gravedad, Stein (1935) introdujo el caso simple de §2 como una “supo-
sicién tdcita” de Arquimedes. Como quiera que sea, lo que Arquimedes
utiliza en EM es una versién infinita que, como dije, no era posible
demostrar con los recursos de que Arquimedes disponia.

La versién contemporidnea de $2 admite una demostracién simple y
directa. Veamos primero el caso finito. Para ello, imaginese usted que
el eje de las x en el plano cartesiano es una palanca con fulcro en el
origen, considere n magnitudes 4,, ..., 4, y n puntos x,, ..., X, sobre
el mismo lado del eje x. Si -k es un punto al otro lado del origen,
B,, ..., B, es una descomposicién de una figura B = El B;yAd;esabB;
lo que h es a x;, entonces x;4; =hB; y

n n
3 x;Ad;=h ¥ B,
i=1 =1
= hB;

i.e.,, las magnitudes 4; colocadas correspondientemente en los puntos x;
balancean alrededor del origen a B colocada con su centro de gravedad
en -h. Para demostrar la versién infinita que necesitaba Arquimedes,
considere dos figuras simétricas A y B —planos o sélidos de revolucién—
con sus ejes de simetria coincidiendo con el intervalo I=[a, b] en el
eje x, y descomponga estas figuras en segmentos —bandas o ldminas——
a(x)dx y P(x)dx de espesor infinitesimal dx, utilizando las funciones
continuas a y § adecuadas. Si -k es un punto sobre el eje x al otro lado
del origen, tal que a(x)dx es a f(x)dx lo que h es a x para cada x en I,
entonces xa{x)dx = bf(x)dx y

f: xa(x)dx =h _fa" ﬁ(x)dx
= hB,

de manera que la figura A, donde estd, balancea a B ubicado con su
centro de gravedad en --h, alrededor del origen tomado como fulcro de
una palanca.
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Con respecto a S§3. Al igual que $2, $3 es una suposicién extraordi-
‘naria cuya demostracién en el caso infinito era inaccesible para las téc-
nicas de que podia disponer Arquimedes. Antes de pasar a la demostra-
cién contempordnea de los dos casos de 83 —el finito y el infinito—
ofreceré al lector una prueba de §3 para el caso mis simple utilizando
exclusivamente resultados y técnicas que estaban al alcance de Arqui-
medes. Espero con esto sensibilizar al lector hacia las limitaciones téc-
nicas de la época, las que hacfan imposible una demostracién candnica
del caso general, asi como transmitirle una idea del estilo de demostra-
cién de Arquimedes en sus tratados mecdnicos. Para demostrar ese caso
de $3 haré uso de axiomas y teoremas contenidos en Sobre el equili-
brio de los planos 1 (EP I), asi como de tres “suposiciones ticitas” de
Arquimedes, a saber:

(T1) Si A y B son magnitudes ubicadas en brazos diferentes de una
palanca, entonces se da precisamente una de las siguientes situaciones:
i) A y B estin en equilibrio; 7i) la palanca estd inclinada hacia 4; iii) la
palanca est4d inclinada hacia B.

(T2) El caso finito de §2.

(T3) Si 4 y B son magnitudes ubicadas en brazos diferentes de una
palanca y 4 es demasiado pesada para estar en equilibrio con B, es po-
sible quitar de 4 una porcién tal que la restante estard en equilibrio
con B.

Stein (1935) califica también a T3 como una “suposicién tdcita” de
Arquimedes y no menciona a T1, aunque estd claro que T1 también lo
es, pues Arquimedes presupone esa tesis en la demostracién de la im-
portante Proposicién 7 de EP I, la que afirma que dos magnitudes
inconmensurables se balancean a distancias reciprocamente proporciona-
les a las magnitudes. Sin embargo, T1 no aparece ni como axioma ni
como teorema en ninguno de los tratados estantes de Arquimedes; posi-
blemente se trate de una de esas suposiciones que los geémetras griegos
adoptaban calladamente, precisamente debido a su obviedad. Utilizando
tan obvias suposiciones demostraremos a continuacién tres lemas previos
al teorema que nos interesa.

Lema 1. Si dos magnitudes 4, y 4,, ubicadas con sus centros de grave-
dad en D, y D,, respectivamente, balancean alrededor del fulcro F de
una palanca a una tercera magnitud B = B, 4 B,, puesta con su centro
de gravedad en un punto H en el otro extremo de la palanca, y si la
magnitud 4, es a B, lo que la distancia FH es a D,F, entonces 4,:B, =
= FH:D,F.

Demostracion. Retire 4, de la palanca y reste B, a B. Entonces s6lo hay
tres posibilidades: (i) 4, equilibra a B,, en cuyo caso no hay nada que
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demostrar; (i) la palanca se inclina hacia A,; (##¢) la palanca se inclina
hacia B, (T1). Sila palanca se inclina hacia 4,, retire una porcién C de
4, hasta que la palanca se nivele (T3), de modo que A, — C:B, = FH:
D,F (EP 1, 6, 7). Entonces $2 (= T2) implica que las magnitudes 4, en
D,, 4, — Cen D,y B en H, estin en equilibrio alrededor de F, de donde
se deduce que el sistema original 4, en D,, 4, en D,, B en H, no lo est4,
pues la palanca debiera en tal caso estar inclinada hacia 4, (EP I, Postu-
lado 3), 1o que contradice la hipétesis. De la misma manera se prueba
que la palanca no puede estar inclinada hacia B,. Por lo tanto, la palan-
ca estd en equilibrio, i. e., 4,:B, = FH:D,F (EP |, 6, 7).

Q. E.D.

Lema 2. Si dos magnitudes A, y 4,, ubicadas con sus centros de grave-
dad en D, y D,, respectivamente, balancean alrededor del fulcro F de
una palanca a una tercera magnitud B, colocada con su centro de grave-
dad en un punto H en el otro extremo de la palanca, entonces B admite
una descomposicién en partes B, y B, tales que B=B, + B,, 4,:B, =
FH:D.F y A,:B,=FH:D,F.

Demostracidn. Retire A, de la palanca con lo que ésta se inclinard hacia
B (EP I, P.3), y a continuacién retire una porcién B, de B hasta que la
palanca se nivele (T3), de manera que 4,:B, = FH:D,F (B, =B —B,)
(EP 1, 6, 7). Entonces 4,:B, = FH:D,F (Lema 1) y B =B, + B,.

Q.E.D.

Lema 3. Sea F el fulcro de una palanca, D, y D, puntos sobre uno de
sus brazos, y H un punto en el extremo del otro brazo. Si 4,, 4,, B,, B,
son magnitudes tales que

(1) 4,:B, = FH:DF

y
(2) 4,:B, = FH:D,F,

entonces la magnitud compuesta 4 = 4, + 4,, colocada en el centro de
gravedad del sistema 4, (en D,), 4, (en D,), equilibra a la magnitud
B = B, + B, colocada con su centro de gravedad en H (figura 7).

Demostracion. Sea E el centro de gravedad del sistema 4, (en D,), 4,
(en D;), de modo que

(3) 4,:4, = D.E:D,E.
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Figura 7.

Divida FH de acuerdo con la proporcién D,E:D,E, encontrando un pun-
to G tal que

(4) FG:GH = D,E:D,\E
Y, de la misma manera, divida EF encontrando C tal que
(p) FH:D,F = FG:EC
(Euclides VI, 10). Entonces FH =FG +FM y
(6) FG + GH:D.F = FG:EC
(7) FG + GH:FG = D,F:EC (alternando)
(8) GH + FG:FG = (D,E + CF) + EC:EC
(9) GH:FG = D,E + CF:EC (separando)
(10) FG:GH = EC:D,E + CF (invirtiendo)
Luego, puesto que EC = D,E + D,C, (4) y (10) implican
(11) D,E + D,C:D,E + CF = D,E:D,E
(12) D,E + D,C:D,E=D,E + CF:D,E (alternando)
(13) D,C:D,E = CF:D\E (separando)

(14) D,C:CF = D.E:D,E (alternando)
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(15) D,C:CF =FG:GH _ 4) (14)
(16) FG + GH:GH = D,C + CF:CF ﬁ (componiendo)
(17) FH:GH = D,F:CF
(18) FH:D,F = GH:CF (alternando)
(19) GH:CF = 4,:B, (2) (18)

De esta manera, obtenemos las siguientes proporciones:

4,:B, =FG:EC 1y (5)
A,:B, = GH:CF (19)
A4,:4,=D,E:D.E 3)

De aqui se deduce inmediatamente, mediante un lema demostrado por
Arquimedes,*? que

A, + A,:B, + B, = FG + GH:EC + CF
o sea,
A:B = FH:EF.

Por lo tanto, la magnitud 4 colocada en el centro de gravedad E del
sistema 4,, 4, balancea a B colocada en H (EP 1, 6, 7). .
Q.E.D.

" Una vez demostrados los lemas necesarios, podemos proceder a formu-
lar y a probar el caso elemental de $3. Este es el siguiente

Teorema. Si dos magnitudes A4,, 4,, colocadas con sus centros de grave-
dad en los puntos D,, D, (respectivamente) del brazo de una palanca,
equilibran alrededor del fulcro F una magnitud B colocada con su cen-
tro de gravedad en un punto H situado en el extremo del otro brazo de
la palanca, entonces la magnitud 4, + 4,, colocada en el centro de gra-
vedad E del sistema original A4,, 4,, balancea a B colocada donde estd.

Demostracion. Por el Lema 2, B admite una descomposicién en partes
B,, B, talesque B =B, + B,, A,;:B; =FH:D,F y 4;:B, = FH:D,F. Luego,
por el Lema 3, 4, + A4, ubicada en el centro de gravedad del sistema
A,, 4, balancea a B colocada en H.

Q. E.D.

17 Ver lema EM2 en el Apéndice.
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Demostrar el caso finito general de este teorema empleando exclusiva-
mente ‘técnicas antiguas es un ejercicio nada trivial que puede intentar
el lector interesado en practicar sus conocimientos de geometria griega.
En contraste, la demostracién moderna de $3 es simple y directa. Para
probar el caso finito general, considere al eje de las x como una palanca
con fulcro en el origen y observe que » magnitudes 4,, ..., 4, balanccan

a una magnitud 4 = 3 4; colocada en el punto —%, alrededor de 0, si

=1

—z4 + {E x;4;,=0
=1

i. e, si
1 »
TR &N
de manera que las » magnitudes originales 4,, ..., 4, actan sobre la

palanca como si fueran una sola magnitud colocada en x. Asi definido,
X es el centro de gravedad del sistema 4,, ..., 4,. Ahora bien, lo que
hay que demostrar es que si estas magnitudes, ubicadas en x,, ..., X,
balancean alrededor del origen a una magnitud B colocada en —#h, en-
tonces 4 colocada en x balancea a B colocada en —h alrededor de 0. La

”
hipétesis de esta asercién es verdadera si, y s6lo si, = x;4; = hB; pero
i=1

_ 1 » o
xA =-Z ‘El x;Ai M A =¢§1 x;A; = hB,

con lo que se cumple también la tesis. La demostracién del caso infinito
que Arquimedes requeria es an#loga, s6lo que ahora el centro de gra-
vedad de los segmentos infinitesimales a(x)dx de 4 se define como

1
— f”xa(x)dx. De esta manera, si los segmentos balancean a B colocada
a
en —h, o f bxa(x)dx = hB, entonces
a

A = fbxa(x)dx A= fbxa(x)dx = hB,
G

a

o=

con lo que se prueba la asercién.

Es asi como concluimos nuestro andlisis de las tres grandes suposiciones
extraordinarias en las que estd basado El método de Arquimedes. Como
vimos, todas ellas son esencialmente corréctas, por lo que no debe ex-
traitar que el método heuristico de Arquimedes lo condujera a resulta-
dos verdaderos. Lo que s causa asombro y admiracidn, sin embargo, es
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que un matemdtico que vivié en el siglo 11 a. c. haya podido ver su
validez.

8. Los resultados del méiodo

Utilizando su método, Arquimedes descubrié o se convencié de la ver-
dad de, al menos, las quince proposiciones enlistadas en EM. Todas ellas
afirman que el 4rea o volumen de alguna(s) figura(s) curva(s) es propor-
cional al 4rea o volumen de otra figura (no necesariamente rectilinea),
con la excepcién de las proposiciones 5, 6, 8 y 9, las que afirman que
el centro de gravedad de una figura dada es un punto dentro de la fi-
gura. Serd suficiente analizar la investigacién de una de estas proposi-
ciones para obtener una idea adecuada del método de Arquimedes. Con-
sedere la siguiente.

Proposicion 1 de EM. Sea ABC un segmento de una pardbola acotado
por la linea recta AC y la pardbola ABC, y sea D el punto medio de 4C.
Dibuje una linea recta DBE paralela al eje de la pardbola y junte
4B, BC.

Entonces el segmento 4BC serd 4/3 del tridngulo 4BC.

Desde 4 dibuje AKF paralela a DE, y deje que la tangente a la paré-
bola en C intersecte a DBE en E y a AKF en F. Produzca CB intersectan-
do AF en K, y nuevamente produzca CK hacia H, haciendo KH igual
a CK (vea la figura 8).

n

z

Figura 8.



EL METODO DE ARQUIMEDES 75

Lo que Arquimedes tenia que mostrar es que cada uno de los segmen-
tos OP, paralelos a FA, ubicados con sus centros de gravedad en H, ba-
lancean el correspondiente segmento OM, con su centro de gravedad en
KC, alrededor de K considerado como el fulcro de una palanca, i. e., ne-
cesitaba mostrar que

(1) MO:0P = HK:KN,

donde N es un punto variando sobre KC. Esto lo muestra Arquimedes
como sigue: Dado que CE es tangente a la pardbola y BD es la semi-
ordenada (paralela al eje), el lema EM1 (ver el Apéndice) implica

2) EB = BD.

Asi, dado que FA4, MO son paralelos a ED, se sigue (Euclides VI, 4) que
(3) FK =KA

4) MN =NO.

Ahora bien, dado que AC es la base del segmento ABC y el didmetro
a través de P intersecta CA en O y la tangente por C en M, se sigue que

(5) C0:04 = MP:PO. (EM3)
Asi,

(6) MP 4 PO:PO=C0+04:04 (componiendo)
(7 MO:0OP = CA:40.

Considere ahora el tridngulo ACK y observe que ON es paralela a AK;
esto implica que

(8) AO:0C =KN:NC (Euclides VI, 2)
9) €0:04 = CN:NK (invirtiendo)
(10) CO+4 04:04 = CN + NK:NK (componiendo)
(11) CA:04 = CK:NK

(12) MO:0OP = CK:KN (7) (11)

Como HK = CK,
(1) MO:0OP = HK:KN
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que es la igualdad deseada. Puesto que MO fue escogido arbitrariamen-
te, Arquimedes ha mostrado realmente que “para todas las otras lineas
rectas paralelas a DE y que intersectan el arco de la pardbola”:

(18) (1) la porcién interceptada entre FC, AC con su punto medio
sobre KC y (2) una longitud igual a la interceptada entre la
curva y AC colocada con su centro de gravedad en H estard en
equilibrio alrededor de K.”

En este punto Arquimedes usa su suposicién §2, pues concluye: “Por
lo tanto,

(14) K es el centro de gravedad del sistema completo consistente (1)

’ de todas las lineas rectas como MO interceptadas entre FC, AC
y ubicadas donde de hecho estdn en la figura y (2) de todas las
lineas rectas ubicadas en H iguales a las lineas rectas como PO
entre la curva y AC.”

En otras palabras, las lineas rectas como MO, ubicadas donde estin en
la figura, balancean alrededor de K a las lineas rectas como PO, a las
que podemos concebir aqui como una sola magnitud compuesta ubicada
con su ceniro de gravedad en H. Por otro lado, “dado que

(15) el tridngulo CFA estd compuesto por todas las lineas paralelas
. como MO” (SI)
y
(16)  “el segmento [de pardbola] estd compuesto por todas las lineas
rectas como PO dentro de la curva” {§1),

“se sigue que

(17) el tridngulo, ubicado donde estd en la figura, estd en equilibrio
alrededor de K con el segmento CBA ubicado con su centro de
gravedad en H”.

Al llegar este momento, Arquimedes aplica la suposicién S3 concibien-
do el tridngulo como si toda su magnitud estuviese concentrada en su
centro de gravedad W, de manera que

(18) AACF:segmento ABC = HK:KW

Ahora bien, el lector puede verificar que el lema EM4 implica que la
linea CK es a KW lo que 3 es a 1; luego, puesto que HK = CK,
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(19) HK:KW = 8:1

lo que, junto con (18), implica
(20) AACF:segmento ABC = 3:1

Por otro lado, dado que los tridngulos KFC y AKC estdn sobre bases
iguales AK y KF, y en las mismas paralelas, AF y la paralela a AF a
través de C, se sigue que AKFC = AAKC (Euclides I, 38). Por la misma
razén, dado que los tridngulos ABD y DBC se hallan sobre bases iguales
AD, DC, también son iguales. Ahora, a través de un punto L sobre K4,
dibuje una paralela a AD (Euclides I, 31) completando el paralelogramo
LBDA; entonces el paralelogramo LBDA es el doble del trisngulo 4BD,
pues tienen la misma base 4D y estdn en las mismas paralelas AX, BD
(Euclides 1, 41). M4s aun, dado que AF es paralela a DE y LB es para-
lela a AC, el dngulo AKB es igual al dngulo DBC y el 4ngulo KBL es
igual al 4ngulo BCD (Euclides I, 29); pero LB, que es igual a DC, sub-
tiende el 4ngulo AKB, de modo que el tridngulo LKB es igual al tridn-
gulo BDC (Euclides I, 26). Por ende, el tridngulo AKC es al tridngulo
DBCloque4esaly

(21) AACF = 4AABC.

Por lo tanto,

(22) 4AABC:segmento ABC =3:1
y

(23) sA4BC = segmento ABC.

El resultado (23) concluye la investigacién de la Proposicién 1 de EM.
Aunque ahora sabemos que el procedimiento anterior en realidad de-
muestra la proposicién, Arquimedes dice que

el hecho aqui enunciado en realidad no se prueba con el argu-
mento usado; pero ese argumento ha dado una suerte de indicacién
de que la conclusién es verdadera. Viendo que el teorema no se
demuestra, pero al mismo tiempo sospechando que la conclusién
es verdadera, tendremos acceso a la demostracién geométrica que
yo mismo he descubierto y publicado.?s

La proposicién 1 de EM es formulada como Proposicién 17 de Cuadra-
tura de la pardbola, seguida por la demostracién geométrica aludida

18 Heath (1912), pp. S-17 y S-18.
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por Arquimedes en el pasaje anterior. ¢Qué tiene esta demostracién
que no tenga la de EM?

Dijksterhuis (1957) alega que la deficiencia matemética de los argu-
mentos en EM es “exclusivamente una consecuencia del uso de indivi-
sibles”.?* Me parece que Dijksterhuis acierta al implicar que el uso de
los indivisibles en los argumentos de EM los torna deficientes desde el
punto de vista de la matemdtica griega: como vimos, aparte de que
la suposicién S1 es en rigor falsa, la demostracién de S2 y S3 era algo
que se encontraba mds alld de las posibilidades técnicas de los gedmetras
griegos, y claro que desde el punto de vista de ellos el uso de una supo-
sicién no justificada en un argumento hace al argumento defectuoso.
Sin embargo, Knorr (1978) sugiere otra razén que ‘también invalidaria
el método de Arquimedes qua método de demostracion (no de investi-
gacion). Esta tiene que ver con uno de los cdnones formales de demos-
tracién de la matematica griega, segin el cual es permisible demostrar
teoremas de una ciencia posterior utilizando principios de una anterior,
pero no viceversa.? Asf, no es permisible utilizar los principios y resul-
tados de la mecdnica de los equilibrios y centros de gravedad para de-
mostrar teoeremas geométricos, porque la primera ciencia es posterior
a la geometria. Lo que determina esta prioridad entre las ciencias es la
complejidad de las cosas estudiadas; por ejemplo, en el caso que nos
ocupa, la geometria es anterior a la mecdnica porque la primera atri-
buye a sus objetos sélo magnitud, mientras que la segunda les atribuye,
ademds de magnitud, peso.z

APENDICE

Para comodidad del lector enuncio aqui cuatro de los lemas empleados
por Arquimedes en El método.

(EM1) Si en una pardbola QQ’ es una cuerda paralela a la tangente por
P, y si se dibuja una linea recta a través de P que es el eje o paralela
al eje, y que intersecta a QQ’ en V y a la tangente por Q a la pardbola
en T, entonces PV = PT (Figura 9).

(EM2) (Proposicién 1 de Sobre conoides y esferoides). Si 4,, B,, C,, ...,
K, v 4, B,, C,, ..., K, son dos series de magnitudes tales que

19 P. 319.

20 Cfr. Aristételes, Analiticos posteriores 1, 6 y 7.

21 Suponiendo que la densidad de las figuras geométricas es igual a 1, hemos segui-
do a Arquimedes al identificar su peso con su magnitud.
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Q
[T v
T
QI
Figura 9.
A;:B,=A4,:B,
B:C, = B,:C,, y asi consecutivamente;

ysid; Bs, Gy, ..., K3y 4, B, C,, ..., K, son oiras dos series tales que

3 4

A4, :4
B :B,, y asi consecutivamente,

oIS

: A,
: B,

1 3

entonces (A, + B; + C; 4+ ... + K,): (g + B+ Cs + ... + K) = (4, +
By+Cot ... +K): (A, +B,+C,+ ... +K,).

(EM3) (Proposicién 5 de Cuadratura de la pardbola). Si Qq es la base
de cualquier segmento de pardbola, P el vértice del segmento, y PV su
didmetro, y si el didmetro de la pardbola a través de cualquier otro
punto R intersecta Qq en O y a la tangente por Q en E, entonces
Q0:0q = ER:RO. (Figura 10).

(EM4) (Cfr. Sobre el equilibrio de los planos 1, 14 y 15). El centro de
gravedad de cualquier tridngulo estd en la interseccidn de las lineas
dibujadas desde dos dngulos cualesquiera hacia los puntos medios de los
respectivos lados opuestos y cualquiera de estas lineas es a su porcién
comprendida entre el lado y el centro de gravedad lo que 3 es a 1.
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Figura 10.
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