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1.Introduccion, La cuestion de si el azar existe como una propiedad objetiva de
sistemas fisicos, esto es, como una propiedad de sistemas 0 procesos que no es
un mero producto de nuestra ignorancia sobre aspectos del mundo fisico, es
un problema Intimamente ligado con una serie de cuestiones controversiales
en los fundamentos de la ciencia. El problema de que es una ley fundamental
de la naturaleza se ve de manera diferente si estamos dispuestos a extender
la idea de ley fundamental a procesos azarosos. El problema de la interpre-
tacion de las probabilidades es en gran medida la dificultad de caracterizar
una nocion de azar objetivo que pueda servir de base para la interpretacion
de las diferentes aplicaciones del calculo de las probabilidades. Finalmente, la
cuestion de la existencia del azar objetivo esta Intimamente relacionada con
varias discusiones acerca del problema del "realismo" en la moderna filosofia
de la ciencia, por ejemplo, a traves de las implicaciones que la existenciade un
azar objetivo tiene para argumentos realistas basados en analisis de la presen-
cia de una "causa com un",

La dificultad primera que encuentra todo intento por darificar la nocion de
azar objetivo es que no parece haber un lenguaje filos6fico establecido que nos
permita enfocar la pregunta bajo un lente 10 suficientemente analftico, Esto,
en gran medida, creo yo, refleja los presupuestos de un empirismo tradicional
que de hecho exduyen la posibilidad de, incluso, poder formular clararnente
la pregunta. En este trabajo quiero exponer uno de estos presupuestos y hacer
ver como este presupuesto funciona evitando una posible formulaci6n de la
idea de azar objetivo.

El presupuesto en cuestion consiste en la suposicion de que el concepto
de azar objetivo puede capturarse a traves de una medida matematica del
"desorden" de sucesiones numericas que pueden identificarse con sucesiones
de resultados observacionales de procesos fisicos. Hay diferentes teorfas rna-
ternaticas que pretenden caracterizar el azar como un concepto maternatico
de desorden, Sin embargo, para nuestros prop6sitos estas teorfas pueden cla-
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sificarse en dos grandes grupos. Par un lado tenemos teorfas maternaticas del
azar que definen el azar como una propiedad de sucesiones infinitas. Par otro
lado tenemos teorfas maternaticas que conciben el azar como una propiedad
de sucesiones finitas. Formularemos aqui las dificultades de fonda can ambos
tipos de propuesta.

El presupuesto que nos interesa tiene hist6ricamente su origen en las inter-
pretaciones de la probabilidad por frecuencias relativas que tratan de definir
la probabilidad como una propiedad ernpfrica objetiva de sistemas flsicos. Es
por esto que, despues de clarificar nuestro proyecto en la proxima secci6n,
haremos ver en la tercera seccion como el presupuesto en cuestion surge y
puede delinearse claramente a partir de cierto tipo de intepretaciones de la
probabilidad por frecuencias relativas. En la cuarta secci6n hago ver c6mo
el desarrollo de teorfas maternaticas de la complejidad de una sucesion no
resuelve el problema, aunque si nos permite percibir mas claramente las limi-
taciones del presupuesto que nos ocupa.

2. La definiciOn de aza» objetivo. Un ejemplo paradigmatico de un proceso aza-
rosa es ellanzamiento de una moneda sabre una superficie lisa. El resultado
dellanzamiento puede ser cara a cruz y la descripcion del proceso se da por
media de una funcion (distribucion) probabilista que asigna probabilidades a
cada uno de los dos posibles resultados, validas para cada lanzamiento posible.
En este caso es usual pensar que el azar no es objetivo ya que, por 10 menos
en principia, podri'amos fijar las condiciones iniciales can gran precision. Si
conocieramos las fuerzas que acnian en el proceso podri'amos determinar una
funcion determinista, que asignana un lugar en el espacio para cada tiempo,
10 cual nos perrnitirfa conocer el resultado final can certeza.

Esta tesis reduccionista del azar flsico ha sido defendida por muchos fisicos
y filosofos que se han preocupado del azar.! Hay sin embargo presuposicio-
nes irnplicitas cuestionables detras de esta tesis reduccionista del azar fisico. <A

1 Ver por ejemplo Popper (1962), Stegmiiller (1973). Podria pensarse que Popper en
(1982) es una excepcion importante. Popper, sin embargo, sigue compartiendo demasiado con
los proponentes de la tesis reduccionista como para tom arlo como un defensor de una tesis di-
ferente. Annque Popper sostiene que hay azar objetivo, Ia manera en Ia que <51 concibe este azar
objetivo parte de una cierta concepcion del azar que es esencialmente Ia misma que Ia de otros
defensores de Ia tesis reduccionista clasica. Popper concibe Ia objetividad del azar como una
consecuencia de Ia imposibilidad para un ser humano de determinar condiciones iniciales con
precision matematica (Popper 1982 p. 34). Esta manera de concebir eI azar objetivo trivializa
eI problema y confunde una serie de cuestiones que deben mantenerse separadas. Popper no
solo confunde eI problema epistemologico de Ia predecibilidad con eI problema metafisico del
determinismo, sino tambien tiene eI defecto de hacer a un lado uno de los problemas mas im-
portantes en los fundamentos de Ia teorfa clasica de Ia rnecanica estadfstica: como reconciliar Ia
macro-descripcion azarosa (sujeta a leyes probabilistas) de una muestra de gas, por ejemplo, con
eI movimiento supuestamente determinista de las moleculas a nivel microscopico (vease Earman
1986, cap. II).
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que nos referimos cuando decimos que una descripci6n determinista es posi-
ble? Es plausible que para Dios todo sea presente e inmediato, y que, inde-
pendientemente de la naturaleza del proceso dinarnico en cuesti6n, para Dios
la precisi6n requerida por la tesis reduccionista arriba ejemplificada siempre
sea alcanzable. Pero esto reducirfa la tesis reduccionista a una tesis metaflsica
diftcilmente sostenible. Incluso si asumieramos que Dios esta limitado a pen-
sac utilizando funciones marematicas, la tesis reduccionista serfa trivialmente
verdadera (como 10 enfatizaba Russell) si no tomamos en consideraci6n las
restricciones irnpuestas en el universo ffsico por las leyes de la naturaleza que
se formulan a traves de teorfas especfficas,

Por ejemplo, supongamos que el universo consiste de partfculas que se
mueven en el espacio de la manera mas complicada que nos podamos ima-
ginar, pero de tal manera que las partfculas ocupan siempre un lugar en un
tiempo dado. Supongamos ademas (como es usual) que el estado de las par-
tfculas esta dado por sus coordenadas de posicion x,y,z. Es un hecho rna-
ternatico que existen funciones x, = fl(t), Yt = f2(t), Zt =h(t). Si todo 10
que el determinismo requiriera es la existencia maternatica de funciones que
describen el movimiento de las parrfculas, entonces el universo serfa trivial-
mente determinista. Es posible, sin embargo, que la funcion E = (ji ,/2,13)
no sea fisicamente posible en el senti do de que no satisface ciertos requisitos
mfnirnos impuestos por leyes de la naturaleza, En este caso, si el mundo flsico
es 0 no determinista es un problema no trivial.

Una manera de definir mas precisamente 10 que es un proceso flsico ob-
jetivarnente azaroso podda partir de la siguiente idea: un proceso ffsico es
objetivamente azaroso si no hay una teoria posible de la fisica, esro es, un
modelo matematico que satisfaga ciertos requisites rnfnimos de adecuaci6n,
en la cual el proceso se describa por medio de una funci6n determinista. Mas
precisamente, puesto que toda teorfa posible de la fisica genera el conjunto
de funciones F (T) que son soluciones de las ecuaciones diferenciales basicas
de la teorfa, podernos reformular la definicion anterior como sigue: diremos
que un proceso fisico descrito por una funcion probabilistaf E F(T) es obje-
tivamente azaroso si no existe otra teoria TO (modelo maternatico) fisicarnente
adecuada, y una funci6nJ' E F(TO) que describa el proceso de manera de-
terminista. N6tese que no estamos diciendo que el proceso no es objetiva-
mente azaroso si matemdticamente existe una funcion que describe deterrni-
nistamente el proceso. Como hemos visto anteriormente esto casi siernpre es
posible.

Esta manera de reforrnular la tesis reduccionista parece que nos lleva del
brasero a las brasas. <COmo podemos hacer precisa la idea de que no hay
una teorfa fisicamente adecuada? <Ycuales sedan esos requisites rnfnimos de
adecuaci6n? Quizas una respuesta valida para toda teorfa no es posible. Sin
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embargo, esta manera de formular la nocion de azar objetivo puede hacerse
10 suficientemente precisa, por 10 menos en algunos casos importantes.

Una de las conclusiones mas sobresalientes del analisis filosofico de la fisica
contemporanea es que no hay una teorfa fisica posible que satisfaga un con-
junto de condiciones minimas de adecuaciorr' que permita una descripcion
determinista de los procesos descritos correcta (pero probabilistamente) por
la mecanica cuantica, La mecanica cuantica es pues un contraejemplo para la
tesis reduccionista. Por 10 menos en el caso de 1a mecanica cuantica el azar, de
acuerdo con 1a definicion anterior, es objetivo.

A traves del desarrollo de 1a interpretacion de las probabilidades por fre-
cuencias relativas se ha tratado de formu1ar (impllcitamente las mas de las
veces) una version diferente del azar objetivo. De acuerdo con esta idea, el
azar es objetivo pero su objetividad no proviene del hecho de que el azar es
una propiedad fisica de procesos 0 sistemas fisicos individuales. El azar se
concibe en este tipo de propuestas como una propiedad de colectividades.

El micleo de tales propuestas es la presuposicion de que es posible formular
una nocion de azar objerivo en terminos del desorden (medido por medidas
maternaticas de desorden) de sucesiones de resultados de observaciones de los
procesos fisicos. La objetividad del azar se reducirfa pues a la objerividad del
"desorden" medido por medidas rnaternaticas apropiadas. De esta manera, La
reLativizaci6n a teonas en Laformulaci6n anteriur de Lanoci6n de azar objetivo seria
dispensable. A continuacion quiero hacer ver las dificultades que confronta
esta version de la tesis reduccionista del azar. En otros trabajos me dedico a
la tarea mas positiva de analizar la nocion de azar objetivo relativo a teorfas
(ver Martinez 1990a y 1990b).

3. El azar y La interpretaciOn de las probabilidades fX»' frecuendas relativas. La
reorfa de frecuencias relativas de Von Mises (tal y como fue desarrollada en
Von Mises 1957) es nuestro punto de partida. La teoria de frecuencias re-
lativas de Von Mises parte del hecho de que existen sucesos que se repiten
muchas veces, 10 que elllama "fenornenos masivos" 0 "sucesos repetitivos",
Sucesos individuales que no se repiten los deja Von Mises fuera del alcance de
la teorfa de la probabilidad. La base de la teorfa es la nocion de colectividad.
Una colectividad denota una sucesion uniforme de sucesos 0 procesos que
difieren por ciertos atributos observables, color, 0 numero, por ejemplo. Mas
precisamente, una colecrividad para Von Mises (1957) es:

un fen6meno masivo, 0 simplemente una sucesi6n numerosa de observaciones
que satisfacen las dos condiciones siguientes: (i) La frecuencia relativa del atri-

2 A saber, estas condiciones induyen lcyes de conservacion de ciertas cantidades fisicas, y
La no accion a distancia (localidad). En Cushing y Mcmullin (1989) hay una serie de trabajos
recientes que analizan desde diversas perspectivas La significacion filosofica de estas condiciones.
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buto observado tended a un limite si las observaciones se conrinuaran indefini-
damente. (ii) Este limite no sed afectado por ninguna selecci6n de lugar (p. 29).

"Seleccion de lugar" es el termino tecnico introducido por Von Mises para
denominar el proceso de seleccion de una subsucesion sobre la unica base de
su lugar en la serie. Es importante para nosotros hacer enfasis en el papel
que juega la restriccion a colectividades azarosas. En el caso de colectividades
azarosas puede demostrarse que todas las frecuencias relativas permanecen
constantes si el conjunto es seleccionado sobre la unica base de su lugar en la
serie. Esto pcrmite basar fa objetividad de las probabilidades sobre fa objetividad de
fa noci6n de sucesi6n azarosa.

Despues de la introduccion del concepto fundamental de colectividad, Von
Mises hace ver como se pueden especificar las leyes de la probabilidad (axio-
mas del cilculo de probabilidades) a partir de la postulacion de operaciones
basicas en colectividades. El cilculo de probabilidades consiste en las trans-
formaciones generadas en estas frecuencias relativas por medio de estas ope-
raciones basicas.

Sin embargo, tal y como Wald y Church mostraron inrnediatamente, de
acuerdo con la forrnalizacion de la idea intuitiva de sucesion azarosa propuesta
por Von Mises, no habrfa practicamente sucesiones azarosas.f La definicion
de Von Mises parece que describe una clase vada, 0 casi vada.

Los problemas con la teoda de Von Mises fueron examinados desde distin-
tos puntos de vista. Los filosofos empiristas como Carnap y Reichenbach se
concentraron en la dificultad mas aparente desde su punto de vista filosofico,
la restriccion de la teoria a fenomenos repetitivos ya sucesiones azarosas. Ellos
trataron de desarrollar una teorfa axiomatica de la probabilidad que permitiera
interpretar las aplicaciones de la teoria sobre la base de una epistemologfa em-
pirista. Por otro lado, una serie de matematicos y filosofos trataron de clari-
ficar el aspecto mas llamativo de la propuesta de Von Mises, su concepto de
sucesion azarosa, que supuestamente permitida formular una interpretacion
fisica clara de la teorfa de la probabilidad. Este es el programa en el que esta-
mos ahora interesados.

Martin-Lof (1966) y otros matematicos desarrollaron posteriormente mo-
delos rnatematicos de sucesiones azarosas que se satisfacen si y solo si los axio-
mas de la probabilidad se satisfacen. Esto sin embargo no resuelve el problema
de dar una interpretacion fisica del concepto de probabilidad. Para ver esto
partamos de un ejemplo simple.

Consideremos el ejemplo paradigmatico de un proceso estocistico binario,
ellanzamiento de una moneda al aire. Von Mises representa la sucesion de re-

3 Ademas, las operaciones introducidas por Von Mises no eran condiciones ni suficientes
ni necesarias para caracterizar los axiomas del calculo de las probabilidades. Un estudio de las
propuestas de Church y Wald se encuentra en CofTa (1974).
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sultados que el proceso produce de no parar nunca por medio de una funci6n
c E E ---> (0, 1), donde E son los enteros positivos. En este caso particular, si
definimos c(i) = 1si Ys610 si el i-esimo lanzamiento (de haber uno) resulta
en cara, la probabilidad de cara puede definirse como sigue:

(P)
n

Prob(cara) = n~'!lin Lc(i)
;=1

<Pero c6mo estan estas probabilidades asi definidas relacionadas con las fre-
cuencias relativas obtenidas como resultado de la repetici6n de un proceso
fisico particular (dellanzamiento de una moneda por ejemplo)? El estableci-
miento de una relaci6n clara enfrenta la dificultad siguiente.

Ninguna sucesion de sucesos fisicos determina la funci6n c utilizada en la
definici6n de P. El meollo de la dificultad es que el concepto de sucesi6n
azarosa propuesto por Von Mises y Wald se aplica s610a sucesiones infinitas,
pero las aplicaciones de la teorfa s6lo utilizan sucesiones finitas. Si la moneda
no se tira no hay forma de saber si el resultado es cara 0 cruz.

Von Mises en (1957) sugiere que la soluci6n a esta dificu1tad reside en
hacer ver la analogfa de una probabilidad con un atributo flsico cualquiera,
el peso de una mesa, por ejemplo. La idea es la siguienre: la medici6n de la
mesa, nos dice Von Mises, implica en el fondo un proceso de tomar lfmites.
"El valor del peso especffico, i. e. el lfrnite del cociente peso/volumen, para un
volumen infinitamente pequefio es tan incierto como el valor de la probabili-
dad derivada de la frecuencia relativa en una sucesion finita de observaciones"
(p.84).

Existe sin embargo una diferencia fundamental en los dos tipos de proceso.
En el caso de una serie de mediciones de la mesa hay un sentido intui tivamente
claro en el que la sucesi6n resultante es una sucesi6n de mediciones del largo
de la "misma" mesa. Pero no es 10 mismo en el caso de la moneda. Decir
que la moneda es la "misma moneda", y que, en tanto que sus caracterfsticas
fisicas no cambien esre es el referente de la sucesi6n, es inaceptable para Von
Mises. Aquf Von Mises y sus seguidores tendrfan que apoyarse sobre una in-
terpretaci6n fisicalista (no meramente extensional) de la probabilidad que Von
Mises rechaza por ajena al programa empirista. Para Von Mises, el punto de
partida para Ia clariftcacidn del concepto de probabilidad es el concepto puramente
extensional de colectivo, y las series inftnitas asociadas con estos coleaivos no tienen
caracteristicas (matemdticas) que puedan exp1icar par que Ia probabilidad de cara
en el quincuagesimo primer IanzJl.miento es (digamos) 1/2. El apelar a las carac-
teristicas fisicasde una moneda particular serfa apelar a la estructura causal del
mundo (como en una intepretaci6n propensista), algo que seria equivalente,
a los ojos de un buen empirista como 10era Von Mises, a apelar a la benevo-
1encia divina. Notemos que aqui el problema de fondo es el estab1ecimiento
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de la relaci6n entre la noci6n matematica de desorden (basada en el concepto
extensional de colectividad) y las supuestas aplicaciones fisicas.

A menos de que aceptemos un operacionalismo recalcitrante como base de
una episternologfa cientffica (en cuyo caso las dificultades de interpretaci6n
de la f6rmula P simplemente no surgirfan), la teorfa de Von Mises no pa-
rece permitirnos cerrar la brecha entre el concepto de probabilidad fisica (y
el concepto impllcito de azar objetivo) y su formulaci6n matematica. La mo-
dalidad implfcira en la definici6n de la funci6n c no puede eliminarse de la
manera como Von Mises nos sugiere por analogfa con la fisica. La raz6n de
esta deficiencia como hemos visto, y veremos de una manera mas general
posteriormente, es de fondo.

El programa de Von Mises ha recibido una ayuda importante de parte de
una serie de desarrollos de diferentes teorfas maternaticas relacionadas con los
fundamentos de la probabilidad. Quizas el adelanto mas importante parte de
la introducci6n del concepto de "incomprensibilidad" como caracteristica de
sucesiones azarosas, introducido por Kolmogorov en los afios sesenta (vease
Kolmogorov 1969).4 A continuaci6n hago un resumen de la teoria de Kol-
mogorov y de c6mo entra esta en nuestro tema.

4. Sucesiones azarosas como sucesiones incomprensibles. La definici6n de sucesi6n
azarosa de Kolmogorov descansa sobre la definici6n previa de complejidad de
una sucesi6n, que tiene importantes aplicaciones tanto en los fundamentos de
la probabilidad como en la teoria de la informaci6n yen la ciencia de com puta-
dores. Parece tambien ofrecer interesantes posibilidades para la formulaci6n
de un cierto tipo de razonamiento inductivo (ver Solomonoff 1964). Para
nosotros es sobre todo importante el hecho de que esta definiciOn se aplica a
sucesionesfinitas y por 10 tanto sugiere la posibilidad de superar las dificulta-
des que hemos visto que planteaban las modificaciones de Wald y Church a
la definici6n de Von Mises, que se aplican Unicamenre a sucesiones infinitas.

Principiemos por formular brevemcnte la noci6n basica de complejidad.
Comparemos las dos sucesiones siguientes. La primera sucesi6n consiste de
n repeticiones del patr6n 01 (010101. .. ), la segunda de 2n ocurrencias de
o y 1 obtenidas por medio de un mecanismo productor de azar (como en
ellanzamiento de una moneda). Supongamos que queremos ahora describir
instrucciones para reconstruir las dos sucesiones. Intuitivamente es claro que
las instrucciones para escribir la primera seran muchfsimo mas breves que las
instrucciones necesarias para escribir la segunda sucesi6n. En general, las su-
cesiones azarosas, en el sentido de Kolmogorov, tienen la caracterfstica de que
el programa mfnirno para computarlas (i. e. las instrucciones necesarias para

4 La definicion de incomprensibilidad de sucesiones rue propuesta mas 0 menos sirnulta-
neamente con fines similares por Chaitin, Solomonoffy Martin-LOr (por 10 menos).
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rescribirlas), relativas a un algoritmo dado, es aproximadamente del mismo
largo (en bits) que la sucesion misma. La caracteristica de una sucesion aza-
rosa es entonces que no podemos abreviar sustancialmente las instrucciones nece-
sanas para su computaci6n.

En el tratamiento riguroso de Kolmogorov se define primero la idea de
"complejidad relativa a un algoritmo" como sigue. Sean x,y etc. variables
sobre un dominio de sucesiones finitas 0 infinitas, sea cp una variable sobre
un dominio de algoritmos, cp E P -+ S donde P son las instrucciones para la
programacion (los program as) y S es el conjunto de sucesiones en cuestion,
Definimos

{

min largo(p), tal que Cp(P) = x
K",(x) =

00 si no existe p tal que cp(P) = x, PEP

esto es, 1a complejidad de la sucesion dado el algoritmo es el1argo del pro-
grama binario rnfnimo para la sucesion, si este existe. Hacienda uso de fa tesis
de Church, de acuerdo con la cuallas funciones computables por rnedio de un
algoritmo coinciden con las funciones recursivas parciales, podernos identifi-
car P con el conjunto de las funciones recursivas parciales. Ellector recordara
que las funciones recursivas son aquellas que pueden computarse por medio
de una maquina de Turing y que las funciones recursivas parciales son aquellas
que no estan recursivamente definidas para todo argumento entero.

La definicion anterior de complejidad es relariva a un algoritmo. Kolmo-
gorov, sin embargo, ha demostrado un teorema que reduce grandemente esta
dependencia.

Teorema (Kolmogorov): Existe una funcion recursiva parcialA(p) (p por
programa) tal que para cualquier otra funcion recursiva parcial <P

donde la constante C", no depende de la sucesionx a cornputarse, sino unica-
mente de la funcion cp. Las funciones que satisfacen el teorerna fundamental
son llamadas "asinroticamente optirnas" por Kolmogorov. Estas son las fun-
ciones que caracterizan las sucesiones azarosas. La complejidad de las sucesio-
nes azarosu, medida por cualquier fonciOn asintOtica dptima es aproximadamente
dada pur ellargo de fa sucesi6n.

Indudablemente que este teorema justifica un sentido importante en el que
esta definicion de Kolmogorov puede considerarse como una descripcion de
una nocion de azar objetivo. Sobre todo en la teorfa de la informacion es
claro que (como Kolmogorov y otros han hecho ver) la importancia del teo-
rerna en este sentido esta fuera de toda duda. Sin embargo, las sugerencias
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de que este teorema fundamenta tambien la noci6n de azar objetivo fisico
(vease por ejemplo Chaitin 1975) de ben tomarse con mas recelo. Como una
propuesta para la caracterizaci6n de un concepto de azar fisico (objetivo), la
definici6n de sucesiones azarosas de Kolmogorov no parece ir bien encami-
nada. Schnor (1971) ha hecho ver que la noci6n estadistica de azar que puede
precisarse por medio de pruebas estadfsticas efectivas es diferente de la noci6n
de irregularidad 0 desorden de Kolmogorov. Esto sugiere que la noci6n de
azar como irregularidad (medida por la complejidad) impone requisitos que
no tienen significado fisico. Una dificultad similar es expresada por Earman
(1986, cap. 8).

Otra dificultad es la siguiente. La teorfa de Kolmogorov nos proporciona
un algoritmo claro para decidir elgrado de azar de una sucesion finita. Mues-
tra que con probabilidad muy alta podemos determinar el grade de azar de
una sucesi6n finita. Pero esto no es suficiente para fundamentar la interpre-
taci6n requerida de la funci6n c, por 10 menos en tanto que nunca podernos
estar seguros de que en nuestro caso particular la sucesi6n es azarosa y, por 10
tanto, nunca podemos estar seguros si tenemos base para predecir, por ejem-
plo, el quincuagesimo primer lanzamiento a partir de los primeros cincuenta.
Hay una probabilidad alta de que esto suceda, pero nada mas. Hay tam bien
una dificultad que creemos que es todavia mas seria que las dos anteriores en
relacion con el problema de la caracterizaci6n del azar objetivo a traves de la
definicion de Kolmogorov a la que no parece habersele prestado la atencion
debida.P

Las funciones que describen procesos fisicos (en teorfas espedficas) son
por 10 general computables 5010 en un sentido generalizado al que la tesis de
Church no se aplica. Por 10 generalla complejidad y el azar surgen en teorias
fisicas especfficas a traves de funciones que describen soluciones a ecuaciones
diferenciales que son funciones de variables real (0 compleja).

El teorema fundamental de Kolmogorov que nos perrnitfa restringir la re-
lativizaci6n de la definici6n de sucesion azarosa a un lenguaje determinado se
aplica a funciones que son computables en el sentido de Turing. Segiin la tesis
de Church, para funciones de variable entera, la clase de las funciones com-
putables segiin Turing es la clase de las funciones efectivamente computables
por medio de un algoritmo. En el caso de funciones de variable entera existe
un unico concepto, universalmente aceprado, de computabilidad. Pero en el
caso de funciones de variable realla situacion es muy diferente. Hay diferentes
propuestas para la formulacion de una extension del concepto de computa-
bilidad elemental (Turing) a funciones de variable real. Es bastante conocida
la propuesta de Grzegorczyk (1955) pero no existe, ni parece plausible, la

5 Vease sin embargo Hellman 1981. .
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existencia del tipo de coincidencia de diferentes criterios de computabilidad
expresada en la tesis de Church."

Es claro pues que, en los casos en los que la tesis de Church no es aplica-
ble, no existe una generalizaci6n del teorema de Kolmogorov que nos permita
acotar la relativizaci6n a un lenguaje determinado del concepto de desorden
de una sucesion. Una funci6n azarosa en nuestro lenguaje (reorfa) puede re-
sultar ordenada en otro lenguaje (teorfa) y no tiene que haber ni siquiera una
constante que acote la diferencia (como el teorema de Kolmogorov nos 10
asegura para funciones recursivas parciales).

Estas dificultades nos llevan ala conclusion de que la noci6n de azar ma-
tematico caracterizado por medio de una medida de complejidad de las su-
cesiones debe desecharse como una caracterizaci6n de la idea de azar fisico.
Mas en general, las dificultades que hemos encontrado con la caracterizaci6n
de 1anocion de azar requerido por la interpretacion frecuentista de Von Mises
nos hacen ver una dificultad de fondo en el intento empirista de caracterizar
el azar fisico en terminos de una noci6n maternatica de azar. Las dificultades
con la propuesta de Von Mises y sus sucesores, as! como con la definicion
de Kolrnogorov, sugieren que el concepto de azar fisico no puede reducirse a
una medida del orden de sucesiones generadas sin tomar en cuenta para nada
aspectos fisicamente relevantes del mecanismo de generacion de las sucesio-
nes. De alguna manera, el hecho de que la moneda es la "misma" moneda
debe incorporarse en la explicacion ftsica de 10 azaroso de una sucesion de
lanzamientos. Pero esto requiere entonces que abandonemos el presupuesto
de que el azar fisico puede reducirse a una medida de desorden maternatico
y tratemos de caracterizar el azar como un aspecto de la estructura causal del
mundo.
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