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1. Introduccidn. La cuestién de si el azar existe como una propiedad objetiva de
sistemas fisicos, esto es, como una propiedad de sistemas o procesos que no es
un mero producto de nuestra ignorancia sobre aspectos del mundo fisico, ¢s
un problema intimamente ligado con una serie de cuestiones controversiales
en los fundamentos de la ciencia. El problema de qué es una ley fundamental
de la naturaleza se ve de manera diferente si estamos dispuestos a extender
la idea de ley fundamental a procesos azarosos. El problema de la interpre-
tacién de Jas probabilidades es en gran medida la dificultad de caracterizar
una nocién de azar objetivo que pueda servir de base para la interpretacién
de las diferentes aplicaciones del cilculo de las probabilidades. Finalmente, la
cuestién de la existencia del azar objetivo estd intimamente relacionada con
varias discusiones acerca del problema del “realismo” en la moderna filosofia
de la ciencia, por ejemplo, a través de las implicaciones que la existencia de un
azar objetivo tiene para argumentos realistas basados en andlisis de la presen-
cia de una “causa comun”.

La dificultad primera que encuentra todo intento por clarificar la nocién de
azar objetivo es que no parece haber un lenguaje filoséfico establecido que nos
permita enfocar la pregunta bajo un lente lo suficientemente analitico. Esto,
en gran medida, creo yo, refleja los presupuestos de un empirismo tradicional
que de hecho excluyen la posibilidad de, incluso, poder formular claramente
la pregunta. En este trabajo quiero exponer uno de estos presupuestos y hacer
ver cémo este presupuesto funciona evitando una posible formulacién de la
idea de azar objetivo.

El presupuesto en cuestién consiste en la suposicion de que el concepto
de azar objetivo puede capturarse a través de una medida matemadtica del
* “desorden” de sucesiones numéricas que pueden identificarse con sucesiones
de resultados observacionales de procesos fisicos. Hay diferentes teorfas ma-
temdticas que pretenden caracterizar el azar como un concepto matematico
de desorden. Sin embargo, para nuestros propdsitos estas teorias pueden cla-
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sificarse en dos grandes grupos. Por un lado tenemos teorfas matemdticas del
azar que definen el azar como una propiedad de sucesiones infinitas. Por otro
lado tenemos teorfas matemdticas que conciben el azar como una propiedad
de sucesiones finitas. Formularemos aqui las dificultades de fondo con ambos
tipos de propuesta.

El presupuesto que nos interesa tiene histéricamente su origen en las inter-
pretaciones de la probabilidad por frecuencias relativas que tratan de definir
la probabilidad como una propiedad empirica objetiva de sistemas fisicos. Es
por esto que, después de clarificar nuestro proyecto en la préxima seccidn,
haremos ver en la tercera seccién cémo el presupuesto en cuestion surge y
puede dclinearse claramente a partir de cierto tipo de intepretaciones de la
probabilidad por frecuencias relativas. En la cuarta seccién hago ver cémo
el desarrollo de teorfas matemdticas de la complejidad de una sucesién no
resuelve el problema, aunque sf nos permite percibir mds claramente las limi-
taciones del presupuesto que nos ocupa.

2. La definicidn de azar objetivo. Un ejemplo paradigmdtico de un proceso aza-
roso es el lanzamiento de una moneda sobre una superficie lisa. El resultado
del lanzamiento puede ser cara o cruz y la descripcion del proceso se da por
medio de una funcién (distribucién) probabilista que asigna probabilidades a
cada uno de los dos posibles resultados, vilidas para cada lanzamiento posible.
En este caso es usual pensar que el azar no es objetivo ya que, por lo menos
en principio, podrfamos fijar las condiciones iniciales con gran precisién. Si
conociéramos las fuerzas que actiian en el proceso podriamos determinar una
funcién determinista, que asignarfa un lugar en el espacio para cada tiempo,
lo cual nos permitirfa conocer el resultado final con certeza.

Esta tesis reduccionista del azar fisico ha sido defendida por muchos fisicos
y filésofos que se han preocupado del azar.! Hay sin embargo presuposicio-
nes implicitas cuestionables detrds de esta tesis reduccionista del azar fisico. ¢A

! Ver por ejemplo Popper (1962), Stegmiiller (1973). Podria pensarse que Popper en
(1982) es una excepcién importante. Popper, sin embargo, sigue compartiendo demasiado con
los proponentes de la tesis reduccionista como para tomarlo como un defensor de una tesis di-
ferente. Aunque Popper sostiene que hay azar objetivo, la manera en la que €l concibe este azar
objetivo parte de una cierta concepcidn del azar que es esencialmente la misma que la de otros
defensores de la tesis reduccionista clisica. Popper concibe la objetividad del azar como una
consecuencia de la imposibilidad para un ser humano de determinar condiciones iniciales con
precision matemdtica (Popper 1982 p. 34). Esta manera de concebir el azar objetivo trivializa
el problema y confunde una serie de cuestiones que deben mantenerse separadas. Popper no
sélo confunde el problema epistemoldgico de la predecibilidad con el problema metafisico del
determinismo, sino también tene el defecto de hacer a un lade =no de los problemas mds im-
portantes en los fundamentos de la teoria clisica de la mecdnica estadistica: cémo reconciliar la
macro-descripcidn azarosa (sujeta a leyes probabilistas) de una muestra de gas, por ejemplo, con
el movimiento supuestamente determinista de las moléculas a nivel microscépico (véase Earman

1986, cap. II).
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qué nos referimos cuando decimos que una descripcién determinista es posi-
ble? Es plausible que para Dios todo sea presente e inmediato, y que, inde-
pendientemente de la naturaleza del proceso dindmico en cuestién, para Dios
la precisién requerida por la tesis reduccionista arriba ejemplificada siempre
sea alcanzable. Pero esto reduciria la tesis reduccionista a una tesis metafisica
dificilmente sostenible. Incluso si asumiéramos que Dios estd limitado a pen-
sar utilizando funciones matemdticas, la tesis reduccionista seria trivialmente
verdadera (como lo enfatizaba Russell) si no tomamos en consideracién las
restricciones impuestas en el universo fisico por las leyes de la naturaleza que
se formulan a través de teorias especificas.

Por ejemplo, supongamos que el universo consiste de particulas que se
mueven en ¢l espacio de la manera mds complicada que nos podamos ima-
ginar, pero de tal manera que las particulas ocupan siempre un lugar en un
tiempo dado. Supongamos ademds (como es usual) que el estado de las par-
ticulas estd dado por sus coordenadas de posicién x,y,z. Es un hecho ma-
temdtico que existen funciones x; = fi(t), ¥ = f2(¢), % = f3(¢). Si todo lo
que el determinismo requiriera es la existencia matematica de funciones que
describen el movimiento de las particulas, entonces el universo serfa trivial-
mente determinista. Es posible, sin embargo, que la funcién E = (f1,£3,f3)
no sea fisicamente posible en el sentido de que no satisface ciertos requisitos
m{nimos impuestos por leyes de la naturaleza. En este caso, si el mundo fisico
¢s 0 no determinista €s un problema no trivial.

Una manera de definir mds precisamente lo que es un proceso fisico ob-
jetivamente azaroso podria partir de la siguiente idea: un proceso fisico es
objetivamente azaroso si no hay una teorfa posible de la fisica, esto es, un
modelo matemadtico que satisfaga ciertos requisitos minimos de adecuacion,
en la cual el proceso se describa por medio de una funcién determinista. Mds
precisamente, puesto que toda teorfa posible de la fisica genera el conjunto
de funciones F(T') que son soluciones de las ecuaciones diferenciales basicas
de la teorfa, podemos reformular la definicién anterior como sigue: diremos
que un proceso fisico descrito por una funcién probabilista f € F(T') es obje-
tivamente azaroso si no existe otra teorfa T° (modelo matemdtico) fisicamente
adecuada, y una funcién f* € F(T°) que describa el proceso de manera de-
terminista. Nétese que no estamos diciendo que el proceso no es objetiva-
mente azaroso si matemdticamente existe una funcién que describe determi-
nistamente ¢l proceso. Como hemos visto anteriormente esto casi siempre €s
posible.

Esta manera de reformular la tesis reduccionista parece que nos lleva del
brasero a las brasas. ¢Cémo podemos hacer precisa la idea de que no hay
una teorfa fisicamente adecuada? ¢Y cudles serian esos requisitos minimos de
adecuacion?. Quizds una respuesta vilida para toda teorfa no es posible. Sin
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embargo, esta manera de formular la nocién de azar objetivo puede hacerse
lo suficientemente precisa, por lo menos en algunos casos importantes.

Una de las conclusiones mds sobresalientes del andlisis filoséfico de la fisica
contemporanea es que no hay una teoria fisica posible que satisfaga un con-
junto de condiciones minimas de adecuacién? que permita una descripcién
determinista de los procesos descritos correcta (pero probabilistamente) por
la mecdnica cudntica. La mecdnica cudntica es pues un contracjemplo para la
tesis reduccionista. Por lo menos en el caso de la mecanica cudntica el azar, de
acuerdo con la definicién anterior, es objetivo.

A través del desarrollo de la interpretacion de las probabilidades por fre-
cuencias relativas se ha tratado de formular (implicitamente las mds de las
veces) una version diferente del azar objetivo. De acuerdo con esta idea, el
azar es objetivo pero su objetividad no proviene del hecho de que el azar es
una propiedad fisica de procesos o sistemas fisicos individuales. El azar se
concibe en este tipo de propuestas como una propiedad de colectividades.

Elnticleo de tales propuestas es la presuposicién de que es posible formular
una nocién de azar objetivo en términos del desorden (medido por medidas
matemdticas de desorden) de sucesiones de resultados de observaciones de los
procesos fisicos. La objetividad del azar se reduciria pues a la objetividad del
“desorden” medido por medidas matematicas apropiadas. De esta manera, /a
relarivizacion a teorias en la formulacidn anterior de la nocidn de azar objetivo seria
dispensable. A continuacién quiero hacer ver las dificultades que confronta
esta versién de la tesis reduccionista del azar. En otros trabajos me dedico a
la tarea mds positiva de analizar la nocién de azar objetivo relativo a teorfas
(ver Martinez 1990a y 1990b).

3. El azar y la interpretacion de las probabilidades por frecuencias relativas. La
teorfa de frecuencias relativas de Von Mises (tal y como fue desarrollada en
Von Mises 1957) es nuestro punto de partida. La teoria de frecuencias re-
lativas de Von Mises parte del hecho de que existen sucesos que se repiten
muchas veces, lo que el llama “fenémenos masivos” o “sucesos repetitivos”.
Sucesos individuales que no se repiten los deja Von Mises fuera del alcance de
la teorfa de la probabilidad. La base de la teorfa es la nocién de colectividad.
Una colectividad denota una sucesion uniforme de sucesos o procesos que
difieren por ciertos atributos observables, color, o niimero, por ejemplo. Mds
precisamente, una colectividad para Von Mises (1957) es:

un fenémeno masivo, o simplemente una sucesién numerosa de observaciones
que satisfacen las dos condiciones siguientes: (i) La frecuencia relativa del atri-

2 A saber, estas condiciones incluyen leyes de conservacidn de ciertas cantidades fisicas, y
la no accidn a distancia (localidad). En Cushing y Mcmullin (1989) hay una serie de trabajos
recientes que analizan desde diversas perspectivas la significacién filosdfica de estas condiciones.
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buto observado tendera a un limite si las observaciones se continuaran indefini-
damente. (i) Este limite no serd afectado por ninguna seleccién de lugar (p. 29).

“Seleccién de lugar” es el término técnico introducido por Von Mises para
denominar el proceso de seleccion de una subsucesién sobre la Unica base de
su lugar en la serie. Es importante para nosotros hacer énfasis en el papel
que juega la restriccién a colectividades azarosas. En el caso de colectividades
azarosas puede demostrarse que todas las frecuencias relativas permanecen
constantes si ¢l conjunto es seleccionado sobre la tinica base de su lugar en la
serie. Esto permite basar la objetividad de las probabilidades sobre la objetividad de
la nocidn de sucesidn azarosa.

Después de la introduccién del concepto fundamental de colectividad, Von
Mises hace ver cémo se pueden especificar las leyes de la probabilidad (axio-
mas del cdlculo de probabilidades) a partir de la postulacién de operaciones
bdsicas en colectividades. El cdlculo de probabilidades consiste en las trans-
formaciones generadas en estas frecuencias relativas por medio de estas ope-
raciones bdsicas.

Sin embargo, tal y como Wald y Church mostraron inmediatamente, de
acuerdo con la formalizacién de la idea intuitiva de sucesién azarosa propuesta
por Von Mises, no habrfa pricticamente sucesiones azarosas.3 La definicién
de Von Mises parece que describe una clase vacfa, o casi vacia.

Los problemas con la teoria de Von Mises fueron examinados desde distin-
tos puntos de vista. Los fildsofos empiristas como Carnap y Reichenbach se
concentraron en la dificultad mds aparente desde su punto de vista filoséfico,
la restriccién de la teoria a fendmenos repetitivos y a sucesiones azarosas. Ellos
trataron de desarrollar una teorfa axiomdtica de la probabilidad que permitiera
interpretar las aplicaciones de la teoria sobre la base de una epistemologia em-
pirista. Por otro lado, una serie de matemdticos y filésofos trataron de clari-
ficar el aspecto mds llamativo de la propuesta de Von Mises, su concepto de
sucesién azarosa, que supuestamente permitiria formular una interpretacién
fisica clara de la teorfa de la probabilidad. Este es el programa en el que esta-
mos ahora interesados.

Martin-Lof (1966) y otros matemdticos desarrollaron posteriormente mo-
delos matemdticos de sucesiones azarosas que se satisfacen si y s6lo si los axio-
mas de la probabilidad se satisfacen. Esto sin embargo no resuelve el problema
de dar una interpretacion fisica del concepto de probabilidad. Para ver esto
partamos de un ejemplo simple. _

Consideremos el ejemplo paradigmatico de un proceso estocistico binario,
¢l lanzamiento de una moneda al aire. Von Mises representa la sucesién de re-

2 Ademis, las operaciones introducidas por Von Mises no eran condiciones ni suficientes
ni necesarias para caracterizar los axiomas del cilculo de las probabilidades. Un estudio de las
propuestas de Church y Wald se encuentra en Coffa (1974).
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sultados que el proceso produce de no parar nunca por medio de una funcién
¢ € E — (0,1), donde E son los enteros positivos. En este caso particular, si
definimos ¢(¢) = 1 si y sélo si el 1-ésimo lanzamiento (de haber uno) resulta
en cara, la probabilidad de cara puede definirse como sigue:

”

(P) Prob(cara) = lim 1/» > )

i=1

¢Pero cémo estan estas probabilidades asi definidas relacionadas con las fre-
cuencias relativas obtenidas como resultado de la repeticién de un proceso
fisico particular (del lanzamiento de una moneda por ¢jemplo)? El estableci-
miento de una relacion clara enfrenta la dificultad siguiente.

Ninguna sucesién de sucesos fisicos determina la funcién ¢ utilizada en la
definicién de P. El meollo de la dificultad es que el concepto de sucesion
azarosa propuesto por Von Mises y Wald se aplica sdlo a sucesiones infinitas,
pero las aplicaciones de la teorfa sélo utilizan sucesiones finitas. Si la moneda
no se tira no hay forma de saber si el resultado es cara o cruz.

Von Mises en (1957) sugiere que la solucidn a esta dificultad reside en
hacer ver la analogfa de una probabilidad con un atributo fisico cualquiera,
el peso de una mesa, por ejemplo. La idea es la siguiente: la medicién de la
mesa, nos dice Von Mises, implica en ¢l fondo un proceso de tomar limites.
“El valor del peso especifico, 4. ¢. el limite del cociente peso/volumen, para un
volumen infinitamente pequefio es tan incierto como ¢l valor de la probabili-
dad derivada de la frecuencia relativa en una sucesién finita de observaciones”
(p- 84).

Existe sin embargo una diferencia fundamental en los dos tipos de proceso.
En el caso de una serie de mediciones de la mesa hay un sentido intuitivamente
claro en el que la sucesion resultante es una sucesién de mediciones del largo
de la “misma” mesa. Pero no es lo mismo en el caso de la moneda. Decir
que la moneda es la “misma moneda”, y que, en tanto que sus caracteristicas
fisicas no cambien éste es el referente de la sucesion, es inaceptable para Von
Mises. Aqui Von Mises y sus seguidores tendrfan que apoyarse sobre una in-
terpretacion fisicalista (no meramente extensional) de la probabilidad que Von
Mises rechaza por ajena al programa empirista. Para Von Mises, el punto de
partida para la clavificacion del concepto de probabilidad es el concepto puramente
extensional de colectivo, y las series infinitas asociadas con estos colectivos no tienen
caracteristicas (matemdticas) que puedan explicar por qué la probabilidad de cara
en el quincuagésimo primer lanzamiento es (digamos) 1/2. El apelar a las carac-
teristicas fisicas de una moneda particular serfa apelar a la estructura causal del
mundo (como en una intepretacién propensista), algo que serfa equivalente,
a los ojos de un buen empirista como lo era Von Mises, a apelar a la benevo-
lencia divina. Notemos que aqui el problema de fondo es el establecimiento
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de la relacién entre la nocién matemdtica de desorden (basada en el concepto
extensional de colectividad) y las supuestas aplicaciones fisicas.

A menos de que aceptemos un operacionalismo recalcitrante como base de
una epistemologfa cientifica (en cuyo caso las dificultades de interpretacién
de Ia férmula P simplemente no surgirfan), la teoria de Von Mises no pa-
rece permitirnos cerrar la brecha entre el concepto de probabilidad fisica (y
¢l concepto implicito de azar objetivo) y su formulacién matemdtica. La mo-
dalidad implicita en la definicién de la funcién ¢ no puede eliminarse de la
manera como Von Mises nos sugiere por analogfa con la fisica. La razén de
esta deficiencia como hemos visto, y veremos de una manera mds general
posteriormente, es de fondo.

El programa de Von Mises ha recibido una ayuda importante de parte de
una serie de desarrollos de diferentes teorias matemadticas relacionadas con los
fundamentos de la probabilidad. Quizis el adelanto mds importante parte de
la introduccién del concepto de “incomprensibilidad” como caracteristica de
sucesiones azarosas, introducido por Kolmogorov en los afios sesenta (véase
Kolmogorov 1969).% A continuacién hago un resumen de la teorfa de Kol-
mogorov y de como entra ésta en nuestro tema.

4. Sucestones azarosas como sucesiones incomprensibles. La definicién de sucesion
azarosa de Kolmogorov descansa sobre la definicién previa de complejidad de
una sucesion, que tiene importantes aplicaciones tanto en los fundamentos de
la probabilidad como en la teoria de la informacién y en la ciencia de computa-
dores. Parece también ofrecer interesantes posibilidades para la formulacién
de un cierto tipo de razonamiento inductivo (ver Solomonoff 1964). Para
nosotros es sobre todo importante el hecho de que esta definicidn se aplica a
sucesiones finitas y por lo tanto sugiere la posibilidad de superar las dificulta-
des que hemos visto que planteaban las modificaciones de Wald y Church a
la definicién de Von Mises, que se aplican umcamcntc a sucesiones infinitas.
Principiemos por formular brevemente la nocién bésica de complcpdad
Comparemos las dos sucesiones siguientes. La primera sucesién consiste de
n repeticiones del patrén 01 (010101...), la segunda de 2 ocurrencias de
0 y 1 obtenidas por medio de un mecanismo productor de azar (como en
el lanzamiento de una moneda). Supongamos que queremos ahora describir
instrucciones para reconstruir las dos sucesiones. Intuitivamente es claro que
las instrucciones para escribir la primera serdn muchisimo mds breves que las
instrucciones necesarias para escribir la segunda sucesién. En general, las su-
cesiones azarosas, en el sentido de Kolmogorov, tienen la caracteristica de que
el programa minimo para computarlas (5. e. las instrucciones necesarias para

* La definicién de incomprensibilidad de sucesiones fue propuesta mds o menos simultd-
neamente con fines similares por Chaitin, Solomonoff y Martin-L3f (por lo menos).
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rescribirlas), relativas a un algoritmo dado, es aproximadamente del mismo
largo (en bits) que la sucesién misma. La caracteristica de una sucesién aza-
rosa es entonces que #0 podemos abreviar sustancialmente las instrucciones nece-
SAYIAS PAYR S COMPULACION.

En el tratamiento riguroso de Kolmogorov se define primero la idea de
“complejidad relativa a un algoritmo” como sigue. Sean x,y etc. variables
sobre un dominio de sucesiones finitas o infinitas, sea ¢ una variable sobre
un dominio de algoritmos, ¢ € P — § donde P son las instrucciones para la
programacion (los programas) y S es ¢l conjunto de sucesiones en cuestion.
Definimos

min largo(p), tal qﬁc o@p) =x
Ky(x) =
0o si no existe p tal que ¢(p) =x, pEP

esto es, la complejidad de la sucesién dado el algoritmo es el largo del pro-
grama binario minimo para la sucesion, si este existe. Haciendo uso de la tess
de Church, de acuerdo con la cual las funciones computables por medio de un
algoritmo coinciden con las funciones recursivas parciales, podemos identifi-
car P con el conjunto de las funciones recursivas parciales. El lector recordara
que las funciones recursivas son aquellas que pueden computarse por medio
de una mdquina de Turing y que las funciones recursivas parciales son aquellas
que no estdn recursivamente definidas para todo argumento entero.

La definicién anterior de complejidad es relativa a un algoritmo. Kolmo-
gorov, sin embargo, ha demostrado un teorema que reduce grandemente esta
dependencia.

Teorema (Kolmogorov): Existe una funcidn recursiva parcial A(p) (p por
programa) tal que para cualquier otra funcién recursiva parcial ¢

K4(x) <Kp(x) + Cs

donde la constante Cy no depende de la sucesién x a computarse, sino tnica-
mente de la funcién ¢. Las funciones que satisfacen el teorema fundamental
son llamadas “asintéticamente Sptimas” por Kolmogorov. Estas son las fun-
ciones que caracterizan las sucesiones azarosas. La complejidad de las sucesio-
nes azarosas, medida pov cualquier funcidn asintdtica dptima es aproximadamente
dada por el largo de la sucesion.

Indudablemente que este teorema justifica un sentido importante en el que
esta definicién de Kolmogorov puede considerarse como una descripcién de
una nocién de azar objetivo. Sobre todo en la teorfa de la informacién es
claro que (como Kolmogorov y otros han hecho ver) la importancia del teo-
rema en este sentido esta fuera de toda duda. Sin embargo, las sugerencias
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de que este teorema fundamenta también la nocidén de azar objetivo fisico
(véase por ejemplo Chaitin 1975) deben tomarse con mds recelo. Como una
propuesta para la caracterizacién de un concepto de azar fisico (objetivo), la
definicién de sucesiones azarosas de Kolmogorov no parece ir bien encami-
nada. Schnor (1971) ha hecho ver que la nocién estadistica de azar que puede
precisarse por medio de pruebas estadisticas efectivas es diferente de la nocién
de irregularidad o desorden de Kolmogorov. Esto sugiere que la nocién de
azar como irregularidad (medida por la complejidad) impone requisitos que
no tienen significado fisico. Una dificultad similar es expresada por Earman
(1986, cap. 8).

Otra dificultad es la siguiente. La teorfa de Kolmogorov nos proporciona
un algoritmo claro para decidir el grado de azar de una sucesion finita. Mues-
tra que con probabilidad muy alta podemos determinar el grado de azar de
una sucesién finita. Pero esto no es suficiente para fundamentar la interpre-
tacién requerida de la funcién ¢, por lo menos en tanto que nunca podemos
estar seguros de que en nuestro caso particular la sucesion es azarosa y, por lo
tanto, nunca podemos estar seguros si tenemos base para predecir, por ¢jem-
plo, el quincuagésimo primer lanzamiento a partir de los primeros cincuenta.
Hay una probabilidad alta de que esto suceda, pero nada mds. Hay también
una dificultad que creemos que es todavia mds seria que las dos anteriores en
relacién con el problema de la caracterizacién del azar objetivo a través de la
definicién de Kolmogorov a la que no parece habérsele prestado la atencién
debida.?

Las funciones que describen procesos fisicos (en teorfas especificas) son
por lo general computables sélo en un sentido generalizado al que la tesis de
Church no se aplica. Por lo general la complejidad y el azar surgen en teorias
fisicas especificas a través de funciones que describen soluciones a ecuaciones
diferenciales que son funciones de variables real (o compleja).

El teorema fundamental de Kolmogorov que nos permitfa restringir la re-
lativizacién de la definicién de sucesidn azarosa a un lenguaje determinado se
aplica a funciones que son computables en el sentido de Turing. Segun la tesis
de Church, para funciones de variable entera, la clase de las funciones com-
putables segtin Turing es la clase de las funciones efectivamente computables
por medio de un algoritmo. En el caso de funciones de variable entera existe
un Unico concepto, universalmente aceptado, de computabilidad. Pero en el
caso de funciones de variable real la situacién es muy diferente. Hay diferentes
propuestas para la formulacién de una extensién del concepto de computa-
bilidad elemental (Turing) a funciones de variable real. Es bastante conocida
la propuesta de Grzegorczyk (1955) pero no existe, ni parece plausible, la

5 Véase sin embargo Hellman 1981. .
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existencia del tipo de coincidencia de diferentes criterios de computabilidad
expresada en la tesis de Church.®

Es claro pues que, en los casos en los que la tesis de Church no es aplica-
ble, no existe una generalizacién del teorema de Kolmogorov que nos permita
acotar la relativizacién a un lenguaje determinado del concepto de desorden
de una sucesién. Una funcién azarosa en nuestro lenguaje (teoria) puede re-
sultar ordenada en otro lenguaje (teoria) y no tiene que haber ni siquiera una
constante que acote la diferencia (como el teorema de Kolmogorov nos lo
asegura para funciones recursivas parciales).

Estas dificultades nos llevan a la conclusién de que la nocién de azar ma-
tematico caracterizado por medio de una medida de complejidad de las su-
cesiones debe desecharse como una caracterizacién de la idea de azar fisico.
Mds en general, las dificultades que hemos encontrado con la caracterizacién
de la nocién de azar requerido por la interpretacién frecuentista de Von Mises
nos hacen ver una dificultad de fondo en el intento empirista de caracterizar
el azar fisico en términos de una nocién matemdtica de azar. Las dificultades
con la propuesta de Von Mises y sus sucesores, asi como con la definicién
de Kolmogorov, sugieren que el concepto de azar fisico no puede reducirse a
una medida del orden de sucesiones generadas sin tomar en cuenta para nada
aspectos fisicamente relevantes del mecanismo de generacién de las sucesio-
nes. De alguna manera, ¢l hecho de que la moneda es la “misma” moneda
debe incorporarse en la explicacién fisica de lo azaroso de una sucesién de
lanzamientos. Pero esto requiere entonces que abandonemos ¢l presupuesto
de que el azar fisico puede reducirse a una medida de desorden matemitico
y tratemos de caracterizar el azar como un aspecto de la estructura causal del
mundo.
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