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Resumen: En este ensayo respondo negativamente a la pregunta del titulo al
sostener que el enunciado “La suma de los dngulos internos de un tridngulo es
igual a 180°” es contingentemente verdadero. Para ello, intento refutar la te-
sis de Ramsey de que las verdades geométricas son necesariamente verdades
necesarias (Ramsey 2013, p. 13), asi como la tesis de Kripke de que no pue-
de haber proposiciones matemadticas contingentemente verdaderas (Kripke
2005, p. 156). Ademas, mediante la concepcién fregeana sobre lo a priori 'y
lo a posteriori (Frege 1980, p. 5), sostengo que hay verdades geométricas que
pueden ser a priori sin tener que serlo.

Palabras clave: verdad matematica, verdades geométricas, verdades geométri-
cas contingentes, verdades geométricas contingentes a priori, verdades geo-
métricas necesarias a posteriori

Abstract: In this essay I respond negatively to the question of the title by argu-
ing that the statement “The sum of the internal angles of a triangle is equal
to 180°” is contingently true. For this, I try to refute Ramsey’s thesis that
geometric truths are necessarily necessary truths (Ramsey 2013, p. 13), as
well as Kripke’s thesis that there can be no contingently true mathematical
propositions (Kripke 2005, p. 156). In addition, by appealing to the Fregean
conception of the a priori and the a posteriori (Frege 1980, p. 5), I argue that
there are geometric truths that can be a priori without having to be a priori.

Key words: mathematical truth, geometric truths, contingent geometric truths,
a priori contingent geometric truths, a posteriori necessary geometric truths

En este ensayo sostengo que el enunciado geométrico euclidiano “La
suma de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°” es 1) con-
tingentemente verdadero y 2) puede ser a priori.! Para mostrar la va-

1Si el enunciado tuviese que ser a priori, entonces ipso facto seria necesa-
riamente verdadero segtn la doctrina kantiana. Sin embargo, como intentaré
mostrar més adelante, el enunciado no tiene que ser a priori. Ain mds: inclu-
so si el enunciado fuese a priori segin los canones kantianos, ello no implica su
necesidad.
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lidez de 1), es pertinente refutar la pretendida validez universal de la
afirmacion de Ramsey 2013 (p. 13) de que, ya que la geometria consiste
en tautologias y ya que las tautologias son verdades necesarias, las ver-
dades geométricas son necesariamente verdades necesarias,? asi como
refutar la pretendida validez universal de la afirmacién de Kripke 2005
(p. 156) de que “el caracter peculiar de las proposiciones matematicas
es tal que uno sabe (a priori) que no pueden ser contingentemente
verdaderas”.

A fin de mostrar la validez de 2), es pertinente dar cuenta de una
concepcién convincente de lo a priori y lo a posteriori que nos permita
no soélo sostener que el enunciado “La suma de los dngulos internos
de un tridngulo es igual a 180°” puede ser a priori, sino también que
no tiene que serlo. Creo que la concepcién fregeana de lo a priori y lo
a posteriori, a diferencia de la concepciéon kantiana sobre los mismos
términos, es una concepcién convincente en este sentido. (Dicho sea
de paso, también lo seria la concepciéon kripkeana, porque de acuerdo
con ella también es cierto que una verdad puede ser a priori sin tener
que serlo, si no fuese por el hecho de que, para Kripke, una proposicion
matematica verdadera no puede ser contingentemente verdadera, con-
dicion que contradice a 1).)

En realidad, si entendemos que decir “un enunciado geométrico eu-
clidiano puede ser a priori, aunque no tenga que serlo” es algo muy
cercano a decir “un enunciado geométrico euclidiano bien puede ser
a priori, pero igualmente bien puede ser a posteriori”’, entonces nuestro
trabajo en este aspecto ya esta virtualmente hecho sin ninguna nece-
sidad de investigacion filosofica adicional. En efecto, ésa es la postura
epistemoldgica que, incluso con mds fuerza (sosteniendo que nuestro
enunciado geométrico euclidiano es a posteriori), sostuvieron Gauss con
respecto al cardcter epistemoldgico del enunciado euclidiano relativo a
la suma de los dangulos internos de un tridngulo y Riemann con respecto
al cardcter epistemoldgico de los enunciados euclidianos en general. Sin
embargo, incluso asi, como consuelo nos queda el “resquicio filos6fico”
de intentar determinar ya no por qué el enunciado “La suma de los

2Esta afirmacién de Ramsey se sustenta 1) en la idea de que, en la geome-
tria, se considera que términos como “punto” y “linea” significan cualesquiera co-
sas que satisfagan ciertos axiomas, de tal modo que los tinicos términos constantes
en ella son funciones de verdad como “0” y “algin”, y 2) en la idea de que las
nociones geométricas se identifican con nociones algebraicas mediante las corre-
laciones de la geometria analitica. La idea 1) se funda en el programa formalis-
ta de Hilbert, mientras que la idea 2) lo hace en el programa logicista de Russell y
Whitehead.
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angulos internos de un tridngulo es igual a 180°” tiene o no tiene que
ser a priori, sino por qué puede o no serlo.?

Dos problemas que resultan de considerar los términos “tautologia”
y “verdad necesaria” sinénimos intercambiables

La tesis de Ramsey de que las verdades geométricas son necesariamente
verdades necesarias descansa en la premisa de que la geometria con-
siste en tautologfas y en la premisa (putativa, para sus propdsitos)* de
que las tautologias son verdades necesarias. Pongamos nuestra atencion
en la premisa putativa y preguntémonos: ¢es el caso que, para Ramsey,
si bien las tautologias son necesariamente verdades necesarias, las ver-
dades necesarias no son necesariamente tautologias? La respuesta a
esta pregunta es un rotundo no porque, en lo que llamaremos la “teoria
modal de Ramsey”, las tautologias equivalen a verdades necesarias, del
mismo modo que las contradicciones equivalen a verdades imposibles.
Esto significa, para la misma teoria, tres cosas mds. En primer lugar,
que una proposicién tautolégica concuerda con todas las posibilidades
de verdad, mientras que una proposicién contradictoria no concuerda
con ninguna posibilidad de verdad.®> En segundo lugar, que ni las propo-
siciones tautoldgicas ni las contradictorias son proposiciones genuinas,
porque no dicen nada sobre los hechos del mundo. En tercer lugar, que
la negacion de una tautologia implica una contradiccion, y viceversa,
independientemente de su grado de complejidad.

Asi pues, si se considera un solo argumento, la tabla de verdad de
“p V —p” es:

b
Vv Vv
F Vv

% Lo que (directa o indirectamente) mostraron las investigaciones de Gauss y de
Riemann sobre la estructura geométrica del espacio es que el enunciado “La suma
de los angulos internos de un triangulo es igual a 180°” no tiene que ser a priori,
pero no que no pueda ser a priori.

#No obstante que una conclusién puede seguir siendo verdadera aunque no se
siga de su premisa putativa, éste no parece ser el caso para la tesis de Ramsey.

® En la filosofia matematica de Ramsey, las tautologias y las contradicciones son
respectivamente asimilables a las proposiciones verdaderas y a las proposiciones
falsas, porque tanto las tautologias como las contradicciones son proposiciones or-
dinarias en cuanto que pueden considerarse argumentos para funciones de verdad.
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La tabla de verdad de “p A —p” es:

b
1% F
F F

Segun lo anterior, la proposiciéon “p V —p” es tautoldgica (= concuerda
con todas las posibilidades de verdad) porque es verdadera indepen-
dientemente de la afirmacion o de la negacion de p, mientras que la
proposicion “pA—p” es contradictoria (= no concuerda con ninguna po-
sibilidad de verdad) porque es falsa independientemente de la afirma-
cién o de la negacién de p. Tanto p V —p como p A —p son proposiciones
no genuinas (degeneradas, como las llama Ramsey) porque no sabemos
nada sobre el mundo si lo tinico que sabemos es, o bien que llueve o no
llueve (Wittgenstein 2009, p. 84), o bien que ni llueve ni no llueve.

Estas tesis ramseyanas nos comprometen, en mi opinién, con dos
posturas filoséficas. En primer lugar, con la postura segtin la cual no
hay, y no puede haber, proposiciones matematicas sintéticas, esto es, pro-
posiciones matematicas que nos den informacion sobre el mundo (esto
se sigue del logicismo de Ramsey, segtn el cual todas las proposiciones
matematicas verdaderas son meras tautologias y todas las proposicio-
nes matemadticas falsas son meras contradicciones). En segundo lugar,
nos compromete con la postura segtin la cual no hay, y no puede haber,
proposiciones a posteriori necesariamente verdaderas (esto se sigue de
la intercambiabilidad sinonimica entre “tautologia” y “proposicién ne-
cesariamente verdadera”, asi como entre “contradiccién” y “proposicién
imposiblemente verdadera”).

Dos objeciones al primer compromiso

Llamemos compromiso analitico o sintdctico-ldgico al compromiso con la
postura filoséfica segin la cual no hay, y no puede haber, proposiciones
matematicas sintéticas. Este compromiso puede resumirse como sigue:
ante la proposicion “a = b”, si a y b son nombres de la misma cosa, en-
tonces “a = b” es una tautologia porque, en términos wittgensteinianos,
decir que algo es idéntico a si mismo es no decir absolutamente nada
(Wittgenstein 2009, p. 106), mientras que, en términos ramseyanos,
“a = b” no dice nada genuinamente si a y b denotan lo mismo.® Segtin la

6 Este problema de identidad lo resuelve la teorfa internista del significado
(Frege-Russell) sosteniendo que, por ejemplo, si un nombre propio y una descrip-
cién definida asociada con ese nombre denotan lo mismo, saber que el inico objeto
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filosofia matematica de Ramsey, sia = 2+ 2y b = 4, a y b son simbolos
equivalentes, porque las proposiciones “Tengo 2 + 2 x” y “Tengo 4 x” son
la misma proposicidn en cuanto que son la misma funcién de verdad de
proposiciones atémicas (i.e., afirman el mismo hecho). En cambio, si en
la proposicién “a = b” a y b son nombres de cosas distintas, “a = b” es
una contradiccidn porque, en términos wittgensteinianos, es un absur-
do decir que dos cosas son mutuamente idénticas (Wittgenstein 2009,
p. 106), mientras que, en términos ramseyanos, “a = b” no dice nada
genuinamente si a y b denotan cosas distintas. Para el caso matematico,
donde ahora, por ejemplo,a = 2+ 3y b = 4, a y b no son simbo-
los equivalentes porque las proposiciones “Tengo 2 + 3 x” y “Tengo
4 x” no son la misma proposicién en cuanto que no son la misma fun-
cién de verdad de proposiciones atdémicas (i.e., no afirman el mismo
hecho).

Segun este compromiso filosofico, toda proposicién matematica ver-
dadera es una proposicion tautoldgica, mientras que toda proposicion
matematica falsa es una mera contradiccion. Ahora bien, équé tan cier-
to es esto? Dejemos de lado las proposiciones de las matematicas apli-
cadas (proposiciones cuya verdad, siguiendo a Russell 2010, pp. 108-
114, depende de algo mds que de la forma de la proposicion), asi como
las proposiciones falsas de las matematicas puras (proposiciones que,
siguiendo a Rayo 2015, p. 84,7 tienen condiciones de verdad imposi-
bles), y pongamos nuestra atencién en las proposiciones verdaderas de
las matematicas puras.

Considerar a detalle la célebre “contradiccién irresoluble” de Poin-
caré 2001 (p. 9)8 sobre la mismisima posibilidad de las matematicas,

que posee el atributo de tener dicho nombre propio es idéntico al unico objeto que
posee el atributo de tener dicha descripcién definida no es un conocimiento trivial.
En cambio, para la teoria externista del significado (Kripke-el Putnam del realismo
externo) dicho conocimiento si puede llegar a ser trivial al momento de identificar
el referente de un nombre propio.

7 Esta afirmacién, junto con la de que las verdades de las matemdticas puras
tienen condiciones de verdad triviales, constituyen la tesis de lo que Rayo llama tri-
vialismo matemdtico. Esta dltima tesis, junto con la de que existen objetos matema-
ticos (que Rayo llama la tesis del platonismo matemadtico), constituyen el trivialismo
platénico de Rayo.

8 Es sabido que Poincaré era un kantiano con respecto a la naturaleza de las
proposiciones aritméticas (aunque no con respecto a la naturaleza de las proposi-
ciones geométricas). Para Poincaré, su “contradiccion irresoluble” no fue mds que
una especie de pregunta retdrica, una pregunta cuya respuesta ya conocia: cuando
menos algunas proposiciones aritméticas representan intuiciones sintéticas a priori
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asi como lo que de ella puede seguirse, nos permite poner en seria duda
la tesis ramseyana de que las proposiciones verdaderas de las mate-
maticas puras son meras tautologias. La “contradiccidn irresoluble” de
Poincaré se sustenta en dos supuestos prima facie dificilmente contro-
vertibles relativos a la naturaleza de las matematicas (puras) y de sus
proposiciones, a saber, que 1) las matematicas son una ciencia deduc-
tiva sélo en apariencia (habida cuenta de la importancia fundamental
de la induccién matemdtica en el razonamiento matemdtico)’ y que
2) las proposiciones matemadticas pueden derivarse en orden mediante
las reglas de la légica formal.!® Ahora bien, si 1) es verdad, écémo
es que las matemadticas pueden alcanzar un “rigor perfecto” que no es
desafiado por nadie? Por otra parte, si 2) es verdad, {como es que las
matematicas no se reducen a una “gigantesca tautologia”, a una forma
indirecta de decir que A = A? Esta es la “contradiccién irresoluble” de
Poincaré con respecto a la mismisima posibilidad de las matematicas.
Creo que una solucién verosimil a esta contradiccién pasa, cuando
menos, por compatibilizar el hecho de que las matemadticas (puras) po-
seen un “rigor perfecto” indesafiable con el hecho de que las mate-
maticas (puras) no son una gigantesca tautologia. Esta solucién no es

y, por lo tanto, no hay una “contradiccién irresoluble”, tal como ésta se plantea en
la posibilidad de las matemadticas.

°Y habida cuenta de la importancia fundamental que para Poincaré (y otros ma-
tematicos como Dedekind, Frege, Russell y Zermelo) tiene la induccién matematica
en el razonamiento matemadtico. Para una defensa formal de la induccién mate-
matica, véase Boolos 1999, pp. 370-375, donde el autor afirma que la induccién
matemadtica se sostiene porque la estructura que consiste en los nimeros naturales
bajo la relacién de menor que se inserta en una estructura mayor que contiene otros
objetos ademas de los niimeros y que esta dotada de otras relaciones ademas de la
de menor que. Para una defensa de la induccién matematica como prueba de (algu-
nas) proposiciones matemdticas, véase Wittgenstein 2007, pp. 779-781, donde el
filésofo vienés afirma que una prueba por induccién matematica de una proposicién
(algebraica, por ejemplo) es una comprobacion de su estructura, aunque no de su
generalidad. Asi, por inducciéon matemadtica puede probarse que “ab = ba” porque
puede calcularse un ejemplo de ese tipo.

0 Este segundo supuesto involucra problemas metamatematicos relativos a la
decidibilidad, la completitud y la consistencia, cuya consideracién estaba apenas
en ciernes durante la época en que Poincaré expuso su “contradiccién irresoluble”,
no obstante que en sus escritos de filosofia de las matematicas Poincaré ya advertia,
desde una postura kantiana, del posible fracaso del programa logicista (en ese
momento ya puesto en marcha por Peano, Burali-Forti, Couturat, Russell y White-
head) y del programa formalista de Hilbert para dar cuenta de los fundamentos
de las matematicas. Para los problemas relativos a la completitud y la consistencia,
véase Godel 1977, pp. 595-596. Para el problema relativo a la decidibilidad, véanse
Tarski 2014a, Church 1936 y Turing 1937.
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facil, porque pareceria que las proposiciones no sujetas a ningun tipo
de desafio son los silogismos y las relaciones de identidad. Pero los
silogismos son meras tautologias en al menos un sentido del término
“tautologia”: no nos dan informacién sobre el mundo, mientras que las
relaciones de identidad son meras tautologias en al menos un sentido
(el sentido de Ramsey) del término “tautologia”: concuerdan con to-
das las posibilidades de verdad.!! Por otro lado, si las matemaéticas no
poseyeran un “rigor perfecto”, entonces el que no se reduzcan a una
“gigantesca tautologia” no supondria ninguin misterio; si, en cambio,
las matematicas se redujeran a una “gigantesca tautologia”, entonces el
que posean un “rigor perfecto” no supondria ningtin misterio.

Sin embargo, si conseguimos compatibilizar el hecho de que las ma-
tematicas (puras) poseen un “rigor perfecto” indesafiable con el hecho
de que las matemadticas (puras) no son una gigantesca tautologia,'? no
solo habremos mostrado que existen proposiciones matematicas sinté-
ticas que, no obstante, son perfectamente rigurosas, esto es, habremos
mostrado que existen proposiciones matematicas que nos dan informa-

1 Segtin Ramsey: “la légica se resuelve en tautologias, las matematicas en iden-
tidades, la filosofia en definiciones; todo trivial, pero todo forma parte del trabajo
vital de aclarar y organizar nuestro pensamiento” (Ramsey 2013, p. 264; a menos
que se indique lo contrario, las traducciones de las citas son mias). Por otra parte,
la suposicién de que las relaciones de identidad concuerdan con todas las posibili-
dades de verdad es controvertible desde el punto de vista quineano (Harman 1983,
p. 11), porque incluso la propiedad (si acaso es una propiedad) de cada cosa de
ser idéntica a si misma puede ser una propiedad de las cosas de nuestro mundo.
En cambio, dicha suposicién no es controvertible (es més, es verdadera) desde el
punto de vista kripkeano (Kripke 1978, pp. 6-8), porque no puede ser el caso de
que, por la ley de sustitutividad de los idénticos, si una cosa (objeto) x es idéntica
a una cosa (objeto) y, x tenga una propiedad F y y no tenga dicha propiedad F.

12 Es decir, encontrar proposiciones matemdticas no tautolégicas que al mismo
tiempo posean un rigor perfecto, un rigor, si se quiere, virtualmente imposible de
desafiar tanto en sus métodos como en sus resultados. Aunque es claro que la rigu-
rosidad cientifica depende de sus métodos, y no de sus resultados, también es claro
que, para el caso de las matemadticas, la rigurosidad de sus diversos métodos no es,
y nunca ha sido (y probablemente nunca serd), homogénea. De esto da cuenta la
propia historia de las matemadticas. Piénsese en el pobre desarrollo del concepto de
numero en la época de Euclides en comparacién con el riquisimo avance que tuvo
con Frege y Peano, o en la irrelevancia que tuvo el método axiomadtico euclidiano
para el desarrollo del célculo infinitesimal en los siglos xvi1 y XvIII y en la relevancia
que posteriormente tuvo en las obras de Dedekind y de Cantor. Los intentos a la
Bourbaki (Bourbaki 1950) de una formalizacién de las matematicas segiin el mé-
todo axiomatico tienen justamente la intencién de dejar de hablar de matemadticas
y de comenzar a hablar de una sola ciencia matemadtica coherente en sus métodos y
en sus propositos.
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cién y que, no obstante, son virtualmente inmunes al desafio, sino tam-
bién que es incierto que todas las proposiciones matemadticas verdaderas
sean proposiciones tautoldgicas.

Para esto, digamos que un teorema mateméatico T es analitico'® si
y sOlo si de T se deduce una serie de teoremas U, V, W,... tales que
T=UT=V, T=W,...ytalesqueU =V, U=W,V=W,..y
la verdad de T resulta de los significados de las palabras empleadas al
establecerlo. Si no se cumple que U =V, U = W,V = W,.. ., entonces
T no es un teorema analitico, incluso si se cumple que de T se deduzca
una serie de teoremas U, V, W,... que repiten a T (o parte de T) en
otros términos y que la verdad de T resulta de los significados de las
palabras empleadas al establecerlo.

¢Es concebible algin caso en el que se cumplaque T = U, T =V,
T=W,.,peronoqueU =V, U =W,V = W,...? Respondo afir-
mativamente a esta pregunta: el teorema con infinitas proposiciones'*
T=1+22+3%+ ... +n*= in(n+ 1)(2n + 1) es tal que, si tanto

U=12+22+3%+...+52

%5(5 F1Ex5+1)

como

1
V=12+22+32+...+62=66(6+1)(2><6+1)

como. .. etc.,

“repiten a T en otros términos”, entonces tales deducciones cumplen
la condicion de que T = U, T = V, T = W,..., pero no la condicién
dequeU =V, U =W,V =W,..., ya que (para estas dos instancias)
U=055V=091

El teorema T es, entonces, una proposicién matematica sintética per-
fectamente rigurosa: por un lado, desde T son aritméticamente (¢{16gi-
camente?) deducibles tanto U como V como.. ., etc., y, por otro lado,
las infinitas proposiciones del teorema T = 12 + 22 + 32 + ... + n? =

13 fiste es el criterio que expuso Russell 1999, pp. 113-127 (omitiendo la condi-
cibndequeU = V,U = W,V = W...), a fin de dar cuenta del caracter analitico
de los teoremas matematicos. Al final de este trabajo Russell sostuvo que, si las
proposiciones de la matemdtica y la 1égica son afirmaciones sobre el uso correcto
de cierto nimero pequefio de palabras, ello puede considerarse un “epitafio a Pita-
goras”. Esto puede ser asi, aunque no creo que de lo expuesto por Russell se siga
un “epitafio a Kant”.

14E] concepto de “infinitas proposiciones” se debe, hasta donde sé, a Hilbert
1977.
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zn(n + 1)(2n + 1) no estdn, segun la terminologia kantiana, pensadas

ya en el pensamiento de nuestro teorema T.1°

Todo esto quizd seria convincente para aquellos filésofos que acepten
tanto la doctrina kantiana como la quineana con respecto a lo analitico
y lo sintético (aunque los quineanos seguramente rechazarian, de tajo,
que realmente exista tal distincion). Pero aquellos filésofos que otor-
gan, como Putnam 1983 (pp. 5-19), un sentido (semdantico) débil a la
distincion entre lo analitico y lo sintético, asi como aquellos fildsofos
que otorgan, como Carnap 1998 (pp. 23-37), un sentido (1é6gico) fuerte
a dicha distincién, aun tendrian que vérselas con lo siguiente: {quién
aceptaria, si no fuera una especie de demonio matematico laplaciano o
de dios matemdtico agustiniano,'® que el resultado numérico de

1
12422 4+3%+...+100% = 6100(100 +1)(2 x 100 + 1)

se encuentra ya pensado en el pensamiento de

1
12+22+32+...+n2=6n(n+1)(2n+1)?

Para este caso de un enunciado aritmético con infinitas proposiciones,
el proceso de transformacién tautoldgica, segun el cual podemos cam-
biar la forma de la expresion sin alterar su significado, parece ser intitil:
équién osaria decir que

1
12422+3%+...+n%= 6n(n+1)(2n+ 1)(n = 100)
es intercambiable sinonimicamente con

>En mi opinién, si se pretende “demostrar” el caracter sintético de los enun-
ciados aritméticos, un enunciado aritmético con infinitas proposiciones se presta
mucho mas facilmente para esta tarea que un enunciado aritmético con finitas pro-
posiciones, como el célebre ejemplo de Kant de que “7 + 5 = 12”7, porque es muy
controvertible la tesis de que “7 + 5 = 12” es una proposicién sintética porque el
concepto de “12” no se encuentra ya pensado al momento de pensar la unién de 7
vy 5 (en especial si se piensan los nimeros pequefios en términos de conjuntos, lo
que no es una practica psicologica extrafia). Ademas, el ejemplo de Kant, asi como
cualquier ejemplo que involucre un enunciado aritmético con finitas proposiciones,
estd sujeto a la objecién de que “12” es sindnimo de “7 + 5” porque, mediante un
proceso de transformacién tautolégica, podemos cambiar la forma de la expresion
sin alterar su significado.

16 Aunque se ha dicho (Hahn 1965) que un ser con un intelecto infinitamente
poderoso no tendria interés ni en la 1dgica ni en las matematicas.
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12422+3%+...+n?= %n(n +1)(2n + 1)(n = 200)?
Una segunda objecién a lo que aqui he llamado “compromiso analitico
o sintactico-14gico”, i.e., el compromiso con la postura filoséfica segin
la cual no hay, y no puede haber, proposiciones matemadticas sintéticas,
tiene que ver con una de las dos preocupaciones que, segtin Benacerraf
1998, han motivado algunas consideraciones sobre la naturaleza de la
verdad matemdtica, a saber, la preocupacién de que la exposicién de
la verdad matematica engrane con una epistemologia razonable.

Esta preocupacion sefialada por Benacerraf se refiere, aunque quiza
no exclusivamente, a las exposiciones analiticas o sintactico-logicas de
las matemadticas: éstas no consiguen conectar las condiciones de ver-
dad de las proposiciones matematicas con un andlisis de como estas
condiciones de verdad asignadas son realmente condiciones de su ver-
dad.'” Y no consiguen hacer esto porque “identifican” el significado con
el sentido (en el sentido fregeano del término “sentido”). Este es el
caso, por ejemplo, de la tesis de Hempel con respecto a la naturale-
za de la verdad matematica. Segin Hempel, la proposicién aritmética
elemental de que 3 + 2 = 5 es verdadera por razones similares por las
que la afirmacién de que ningtn sexagenario tiene 45 afios es verdade-
ra: ambas son verdaderas simplemente “en virtud de definiciones o de
estipulaciones similares que determinan el significado de los términos
clave involucrados” (Hempel 1998, p. 379). Esto significa que su vali-
dacién no requiere evidencia empirica o, de manera equivalente, que
su verdad depende solamente de un anadlisis del significado atribuido
a los términos que tienen lugar en la proposicién de que 3 + 2 = 5
y en la afirmacién de que ninglin sexagenario tiene 45 afios. Ya que
esta proposicion y esta afirmacién son enunciados analiticos, no trans-
miten informacidn factica, y entonces pueden validarse sin recurrir a
la evidencia empirica. (Existen serias dudas sobre todo esto. Primero,
porque no hay evidencia suficiente a favor de la suposicién de que haya
un estrecha relacién entre nuestra légica y nuestro lenguaje natural

17 Para el trivialismo platénico de Rayo, el dilema de Benacerraf, que consiste en
sostener que lo que parece necesario para la verdad matematica hace imposible el
conocimiento matematico (Hart 1991, p. 103), es un dilema falso. El dilema de
Benacerraf puede también disolverse mediante lo que Stalnaker 2003, p. 43, llama
“platonismo liberal”, segin el cual (en concordancia con las tesis de D.K. Lewis a
este respecto) el platonismo sobre objetos matemadticos no implica que el conoci-
miento de tales objetos requiera la interaccién causal con ellos.

Didnoia, vol. 64, no. 82 (mayo—octubre de 2019) e ISSN: 0185-2450
DOI: https:/doi.org/10.22201/iifs.18704913e.2019.82.1635



ENUNCIADO GEOMETRICO VERDADERO 71

(Williamson 2016, pp. 73-182).!® Segundo, porque no hay evidencia
suficiente a favor de la suposicién de que entre nuestra l6gica y nuestro
conocimiento empirico exista una diferencia epistemoldgica suficiente-
mente relevante.)!”

Pero ahora surge la cuestidn: si segun la postura de Hempel (u otras
relevantemente similares) el significado de una proposicion matema-
tica tiene una intima relacién con su sentido, ¢qué relacion tiene su
sentido, su significatividad, con su verdad? Segun Benacerraf, una rela-
cién cercana pero no intima. (Yo digo que de la significatividad de una
proposicion p se sigue que p es verdadera o falsa, mientras que de la
insignificatividad de p se sigue que p no es verdadera ni falsa.)

De esto da cuenta el hecho de que existen proposiciones matemati-
cas significativas que, no obstante, son falsas. Dos ejemplos de esto son
la proposicién “1 + 1 = 1”7, que es una proposicién significativa por-
que, a pesar de su falsedad, comprendemos perfectamente qué quiere
decirse con ella (a diferencia de proposiciones como “1+ —= 1” o
“+ +1 =—", que son claramente insignificativas),?° asi como la propo-
sicién “para cualesquiera nimeros xy y, x > y+1” que, no obstante ser
falsa si, por ejemplo, x = 3, y = 4, es significativa en cuanto que, una
vez mds, comprendemos perfectamente qué quiere decirse con ella.?!
También puede haber oraciones que entendemos pero que no tienen
ningun sentido, como “El nimero de paginas de este ensayo es el mis-
mo que una solucién de la ecuacién x> + 2x — 3 = 0”.22

Mas aun, la suposicién (que he hecho aqui) de que una proposicion
significativa es verdadera o falsa no es trivial para la ldgica de la 16-
gica matematica en cuanto que, en ella, se da por sentado que una

18 para Davidson 1967 tampoco existe una conexién especial entre cémo funciona
nuestro lenguaje y cdmo funciona nuestro conocimiento.

' Recuérdese la maxima de Goodman 2004 (p. 100) que surge de lo que Rawls
llamaria “equilibrio reflexivo”: “Una regla se enmienda si da lugar a una inferencia
que somos reacios a aceptar; una inferencia se rechaza si viola una regla que somos
reacios a enmendar.” Segun la entiendo, la primera parte de la proposicion 6.13 del
Tractatus tiene el sentido sefialado: “La 1dgica no es una teoria sino un retrato [Bild]
especular del mundo.” Davidson 1995 (pp. 285-287) replicé la tesis de Goodman
de que los casos positivos de una hipétesis son enunciados que se derivan de la
hipétesis por ejemplificacién. Segin Soames 2010 (pp. 56-57), Goodman no pudo
resolver el problema de cémo entender un condicional contrafactico porque no
contaba con la maquinaria de la teoria de los (posibles) estados del mundo.

20 Estos ejemplos son de von Neumann 1998, p. 63.

21 Este ejemplo es de Tarski 2014b, p. 8.

22 Este ejemplo, apenas modificado para nuestros propésitos, es de Wittgenstein
2003, p. 337.
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oracién tiene significado si es verdadera o falsa: si una proposiciéon P
expresa algo sobre un objeto x (entonces denotamos a dicha proposi-
cién con P(x)), puede suceder que P(x) tenga significado para todos los
valores de x dentro del dominio z. Entonces, si x puede tomar valores
arbitrarios en z, P(x) serd una funcién proposicional (Skolem 1977,
pp. 512-524).2% Pero si x es sustituido por otro valor y, tendremos
una proposicién que sera verdadera o falsa segun las circunstancias
(i.e., segun las circunstancias que produciran que P(y) sea verdadera o
falsa).

En este sentido, creo que, asi como para las ciencias empiricas una
buena advertencia metodoldgica es decir que “Si lo verdadero es lo que
tiene fundamentos, el fundamento no es verdadero, ni tampoco falso”
(Wittgenstein 2015, p. 28) (donde el fundamento es la evidencia de una
proposicién, de tal manera que las evidencias “hablan a favor de las pro-
posiciones” y la justificacion de la evidencia es la fundamentacién de
una proposicion), para las ciencias no empiricas una buena advertencia
metodoldgica es decir que “Si lo verdadero o lo falso es lo que tiene
significatividad, la significatividad no es verdadera ni tampoco falsa”.

Una objecién al segundo compromiso

Toca el turno de discutir la postura filoséfica segin la cual no hay, y no
puede haber, proposiciones a posteriori necesariamente verdaderas.?
Este compromiso filosofico parte de la distincién lockeana entre nece-
sidad de re y necesidad de dicto (o bien, entre esencia real y esencia
nominal, o entre necesidad material y necesidad formal).?> Los defen-
sores de la necesidad de re sostienen que las cosas poseen esencias in-
dividuales independientemente de la manera como son designadas e

B En la filosofia matematica de Russell, una funcién proposicional puede ser
verdadera en todos los casos, verdadera en algunos casos o verdadera en ningtn
caso. Mas especificamente, un valor indeterminado de una funcién proposicional
serd necesario si la funcion siempre es verdadera, sera posible si la funcién es a
veces verdadera y serd imposible si la funcién nunca es verdadera.

24 Hay otra razén, distinta a la expuesta, para sostener que no puede haber propo-
siciones necesarias y a posteriori ni proposiciones contingentes y a priori. Esta razén
tiene que ver con los modelos seménticos modales bidimensionales, que enfatizan
la divergencia entre las distinciones modales y las epistemoldgicas.

% De acuerdo con Burgess 2012 (p. 48), una de las razones por las que muchos
filésofos del siglo pasado se rehusaban a reconocer la necesidad metafisica era
su deseo por evitar misterios, por trazar el origen de toda necesidad en nuestros
conceptos.
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incluso conocidas,?® mientras que los defensores de la necesidad de dicto
(como lo fue el propio Locke) sostienen que las esencias no son mas que
ideas abstractas a las que se han anexado distintos nombres generales
(o alguna formulacién equivalente). La tesis ramseyana de que “tauto-
logia” y “verdad necesaria” son sinénimos intercambiables implica un
compromiso filoséfico con las modalidades de dicto porque no puede
ser el caso de que, si una proposicién p es necesariamente verdadera,
—p pueda concordar con alguna posibilidad de verdad.

La objecion a esta postura es la siguiente: puede ser el caso de que,
si una proposicidon p es necesariamente verdadera, —p pueda concor-
dar con alguna posibilidad de verdad. Tomemos el clasico ejemplo de
Putnam 1984 (pp. 17-23): “El agua es H,O”. Denotemos con p a esta
proposicién y con —p a la proposicién de que “El agua no es H,0”.
Entonces es el caso de que p es necesariamente verdadera en sentido
metafisico, pero contingentemente verdadera en los sentidos 1dgico y
epistemoldgico. Esto porque, si el referente de agua es la formula qui-
mica H»0, y si identificamos el significado con la referencia, esto signi-
fica que una sustancia #H,0 no es realmente agua (aunque se denote
como “agua”, aunque tenga todas las propiedades sensitivas del agua,
etc.).?” Pero p es una verdad légica y epistemoldgicamente contingente
porque —p no es ni légica ni epistemoldgicamente imposible. En forma
paralela, —p es una verdad légica y epistemolégicamente posible, pero
metafisicamente imposible. Entonces p es necesariamente verdadera v,
no obstante, —p concuerda con la posibilidad de verdad légica y con la
posibilidad de verdad epistemolégica.?®

26 Ta] es la postura de Kripke, para quien existe no sélo una distincién entre “ne-
cesidad metafisica” y “necesidad légica”, sino también entre “necesidad metafisica”
vy “necesidad epistemoldgica”, mientras que lo “necesario” y lo “a priori” no son,
contrariamente a la doctrina kantiana, sinénimos intercambiables.

%7 Una critica al supuesto (propio de las teorias externistas semanticas) de que
las clases del lenguaje comun y las clases cientificas se alinean o pueden correlacio-
narse entre si una a una (con particular atencién en el caso del agua) se encuentra
en Weisberg 2011.

B No es extrafio sostener que, segin la concepcién de Frege-Russell, el signi-
ficado se identifica con el sentido, mientras que, de acuerdo con la concepcién de
Kripke-el Putnam del realismo externo, el significado se identifica con la referencia.
(Asi como sostener que, segun el “segundo” Wittgenstein, el significado se identifica
con el uso.) A pesar de que aqui he adoptado dichas practicas, ambas me parecen
poco més que sobresimplificaciones de tales concepciones sobre el significado de
“significado”. Para la determinacion y la transmision de la referencia, por ejemplo,
pueden resultar fundamentales las intenciones del hablante (Evans 1996, pp. 11-
35), aunque esta aclaracién no es del todo justa para la teoria de la referencia de
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Segun la “teorfa modal de Ramsey”, el enunciado “El agua es H,O”
tendria que ser necesariamente verdadero porque concuerda con todas
las posibilidades de verdad: con la posibilidad de verdad metafisica,
l6gica y epistemoldgica.?’ Y, sin embargo, tal enunciado no es una tau-
tologia. En cambio, el enunciado “El agua no es H,O” no concuerda
con todas las posibilidades de verdad: concuerda con las posibilidades
de verdad légica y epistemoldgica, pero no con la posibilidad de verdad
metafisica. Pero entonces dicho enunciado no es imposiblemente ver-
dadero (contradictorio). Algo es metafisicamente necesario si y solo si,
cualquier cosa que fuese el caso (l6gico, epistemoldgico, conceptual),
aquello seguiria siendo el caso, mientras que algo es posible (l6gica,
epistemoldgica o conceptualmente) si y sélo si no es tal que no se darfa
en cualquier eventualidad (Williamson 2016, p. 214).

CEI cardcter peculiar de las proposiciones matemadticas es tal que uno
sabe (a priori) que no pueden ser contingentemente verdaderas?

Ahora es tiempo de intentar responder negativamente a esta pregunta
kripkeana. Para ello es necesaria sdlo una cosa: que se acepte que las
proposiciones geométricas pertenecen a la clase de las proposiciones
matematicas. Aceptado esto, consideremos el estatus modal que tienen,
por ejemplo, las siguientes proposiciones:

a. La suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 180°.

Kripke (Burgess y Burgess 2011, p. 76), y tampoco es del todo justa la interpre-
tacion comun y corriente que se hace del “segundo” Wittgenstein a este respecto
(Putnam 2006, p. 23).

Y con otras posibilidades de verdad, como la “posibilidad de verdad concep-
tual”. De acuerdo con las concepciones wittgensteiniana y putnamiana de “con-
cepto”, esta posibilidad de verdad conceptual tiene muy poca relevancia filosofi-
ca, porque la interpretacién correcta de un concepto estd fijada por su correcta
aplicacién (la prdctica fija la interpretacion), y no por imégenes mentales, intuicio-
nes, etc. Aunque esto no significa que las imagenes mentales o las intuiciones sean
epistemoldgicamente irrelevantes. Pero esto no puede ponerse en palabras porque,
siguiendo a Pascal, la intuiciéon (matematica, por ejemplo) se siente, pero no se ex-
presa. El tipo de intuicion que tengo en mente (que creo que es el tipo de intuicién
matemadtica que defendia Poincaré) tiene un caracter marcadamente psicoldgico, y
no ldgico-filosdfico, y por lo tanto no puede identificarse con el intuicionismo ma-
tematico de Brouwer, Heyting, Weyl, Kolmogorov, Gentzen, Kleene, Dummett, etc.,
que si tiene un cardcter marcadamente légico-filosofico y, por lo tanto, si puede
expresarse. En su disertacién de doctorado, Turing 2014 (pp. 6, 38 y 41) recurrié
continua y explicitamente a una nocion de “intuicién matematica” muy psicoldgica,
esto es, a ideas intuitivas sin ninguna identificacién particular.
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b. La proporcién de la circunferencia de un circulo con respecto a su
didmetro es igual a 7.

—a. La suma de los dngulos internos de un tridangulo no es igual a 180°.

=b. La proporcion de la circunferencia de un circulo con respecto a su
didmetro no es igual a 7.

Desde el punto de vista matematico, tanto a como b son verdaderas
para la geometria euclidiana, pero falsas para la geometria hiperbdlica
(lobachevskiana) y para la geometria eliptica (riemanniana), donde,
respectivamente, la suma de los angulos internos de un triangulo es
<180° y >180°, asi como donde, respectivamente, la proporcién de la
circunferencia de un circulo con respecto a su didmetro es > y <7.%°

Desde un punto de vista modal, tanto a como b son proposiciones
falsas en algiin posible estado del mundo (lo que hace que —a y —b
sean proposiciones verdaderas en algtn posible estado del mundo);3!
tanto a como b son proposiciones cuyo contrario es posible (lo que hace
que —a y —b sean proposiciones cuyo contrario es contingente);3? tanto
a como b no concuerdan con alguna posibilidad de verdad (lo que hace

30 Se dice que el kantismo de Frege con respecto a la naturaleza de los postulados
geométricos le impidi6 ver esto (ya que Frege mismo sostuvo que Kant descubrid
la verdadera esencia de la geometria al haber llamado “sintéticas a priori” a sus
verdades). Sin embargo, si la verdad de las leyes generales de una verdad geomé-
trica a priori admite una prueba (empirica), aunque no la necesite, entonces puede
suceder que esta verdad deje de ser a priori en el sentido kantiano (porque perfec-
tamente puede, empiricamente, contradecir a la intuicién). Ni kantiano en cuanto
a la naturaleza de los postulados geométricos (como lo fue Frege), ni en cuanto a
la naturaleza de los postulados aritméticos (como lo fue Poincaré), Bolzano 1999
(p. 223) sostiene que lo relevante en una prueba aritmética no es el orden de sus
términos, sino el conjunto de sus términos, y entonces las proposiciones aritméticas
no requieren la intuicién (kantiana) del tiempo en absoluto. Creo que esta postu-
ra refuerza lo que dije antes sobre la (posible) naturaleza sintética de los juicios
aritméticos.

31 Segtin la teoria modal de Aristételes. La nocién de “posibles estados del mun-
do” tiene varias ventajas sobre la nocién de “mundos posibles”. Sefialo tres de ellas.
Primero, evita la molestia de tener que lidiar con el incauto pensamiento de que no
puede haber mundos imposibles en absoluto. Segundo, también evita la molestia de
tener que lidiar con la cuestién de “Si todos los mundos son posibles, équé significa
decir que sdlo algunos son accesibles?” Tercero, y relacionado con los dos puntos
anteriores, recurrir a la nocién de un “posible estado del mundo” nos permite con-
siderar algo que se llama un “mundo” en un modelo légico no como una entidad
concreta (contra Lewis), sino como una forma en que el mundo podria ser (pro
Stalnaker). Para todo esto, véase Soames 2010, p. 52.

32 Segtin la teoria modal de Leibniz.

Dianoia, vol. 64, no. 82 (mayo—octubre de 2019) e ISSN: 0185-2450
DOI: https:/doi.org/10.22201/iifs.18704913e.2019.82.1635



76 EMILIO MENDEZ PINTO

que —a y —b concuerden con alguna posibilidad de verdad).® De mane-
ra similar, ni —~a ni —b implican contraficticamente una contradiccién,>*
y ni —a ni —b implican contraficticamente su propia negacién.3®

Si de la manera habitual denotamos “necesariamente” con O y “posi-
blemente” con ¢, no puede ser el caso que “imposiblemente a”, porque
entonces seria el caso que [J—a. Tampoco puede ser el caso de que [a,
porque entonces seria el caso de que [J——a. En realidad, son los casos
de que “contingentemente a”, que equivale a $a A $—a, y de que “posi-
blemente no a”, que equivale a $—no a A )——no a. Y lo mismo para el
caso de b.

Asi pues, parece que es cuando menos incierto que las proposiciones
“La suma de los dngulos internos de un tridangulo es igual a 180°” y “La
proporcién de la circunferencia de un circulo con respecto a su diame-
tro es igual a #” (y otras proposiciones euclidianas, como las relativas
al nimero de paralelas o a la medida de curvatura) sean proposicio-
nes tautoldgicas o proposiciones que no pueden ser contingentemente
verdaderas.

“La suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 180°”
como una proposicion que puede ser a priori

Uno de los dogmas mads firmemente arraigados en las discusiones epis-
temoldgicas y metafisicas, al menos desde Leibniz, es la maxima segun
la cual si algo es necesario, entonces se debe a un conocimiento a priori.
Esta maxima tiene su contraparte natural: si algo es contingente, enton-
ces se debe a un conocimiento a posteriori. (En terminologia leibniziana:
si algo es tal que su contrario es imposible, entonces se debe a una
verdad de razén, mientras que si algo es tal que su contrario es po-
sible, entonces se debe a una verdad de hecho.) Este dogma filoséfico
alcanzdé su méxima expresion en la filosofia pura de Kant:3° si, segtin su
doctrina, nuestro conocimiento esta compuesto de lo que recibimos por
medio de impresiones y de lo que nuestra propia facultad de conocer

33 Segtin la teoria modal de Ramsey.

34 Segtin la teoria modal de Lewis 1986, pp. 418-446.

% Segtin la teoria modal de Stalnaker 1968, pp. 98-112.

%6 Aunque Kripke llamé a este dogma una “practica comun contempordnea” du-
rante la época de Kant, es claro que su formulacion es marcadamente kantiana,
del mismo modo que lo son las formulaciones del dogma sefialado por Quine con
respecto a que existe una escisién fundamental entre lo analitico y lo sintético y
del dogma sefialado por Davidson con respecto a que existe una dicotomia entre
nuestros esquemas conceptuales y el contenido empirico.
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proporciona por si misma, y si la experiencia sensible, por si sola, no
puede ensefiarnos que algo no pueda ser de otro modo, entonces no sélo
sucede que lo mas que puede enseflarnos la experiencia son caracteris-
ticas o propiedades contingentes de las cosas, sino también que, ya que
si podemos pensar en proposiciones necesarias, el componente de nues-
tro conocimiento que nos permite hacer esto tiene que ser el referido a
las categorias y a las intuiciones sensibles a priori. Este componente de
nuestro conocimiento “se requiere para dar cuenta del caracter necesa-
rio y por lo tanto a priori de nuestro conocimiento del espacio tal como
se materializa en la geometria. Dicho conocimiento no se deriva de la
experiencia, y sin embargo nos dice cémo debe ser el espacio” (Stroud
1984, p. 149).

Creo que existen dos salidas del dogma segtn el cual necesidad y
aprioridad son sindnimos intercambiables. Las llamaré, respectivamen-
te, la salida kripkeana y la salida fregeana.

La salida kripkeana

La salida kripkeana consiste en admitir que una proposicion necesaria
bien puede ser a priori, pero rechazar que, por el hecho de ser nece-
saria, tenga que ser a priori. Kripke ejemplifica esta afirmacién con la
conjetura de Goldbach (que dice que todo niimero par >4 es la suma de
dos ntimeros primos).3” La verdad de esta conjetura no es cognoscible
a priori,>® sino sélo a posteriori.?° Pero este conocimiento a posteriori, si

%7 Hay dos razones para creer que la conjetura de Goldbach es verdadera: la
distribucién aleatoria de los nimeros primos y la evidencia numérica de los ntime-
ros pares hasta 10'*, que pueden escribirse como una suma de dos primos (Gowers
2008, p. 69).

38 Aqui hay un argumento gramatical (éconceptual?) a favor de Kripke: si la ver-
dad de la conjetura de Goldbach fuese cognoscible a priori, no seria una conjetura,
sino un teorema, es decir, “una verdad que se hace evidente mediante un proceso
de razgonamiento llamado demostracion” (Legendre 2012, p. 12).

39 Esto contrasta con la postura de Ayer 1981 (p. 6), para quien una cosa son las
proposiciones de las matematicas y de la ldgica, y otra son las proposiciones sobre el
comportamiento de las personas que se ocupan de las matematicas o de la légica.
Asi, para Ayer, las acciones de consultar una computadora o de preguntar a un
matemadtico (estos ejemplos son de Kripke) para conocer una verdad matematica
no tienen que ver con la verdad (o la falsedad) de las proposiciones matematicas en
cuanto tales. Mas alla de esta disputa, la practica de preguntar a una computadora
ha resultado ser matematicamente provechosa. Asi se ha abordado exitosamente,
por poner un ejemplo, el teorema de los cuatro colores (Courant y Robbins 1996,
pp. 495-499).

Dianoia, vol. 64, no. 82 (mayo—octubre de 2019) e ISSN: 0185-2450
DOI: https:/doi.org/10.22201/iifs.18704913e.2019.82.1635



78 EMILIO MENDEZ PINTO

llegara a mostrarnos la verdad de la conjetura, no podria, segtin Kripke,
no informarnos ipso facto que es necesaria.

La salida fregeana

En las primeras paginas de Los fundamentos de la aritmética, Frege in-
trodujo un criterio de distincién entre lo a priori y lo a posteriori segiin
el cual dicha distincidon no tiene que ver con el contenido de un juicio
particular, sino con la justificacién para hacer tal juicio: para que una
verdad sea a priori, debe ser posible derivar su prueba exclusivamente
de leyes generales que no necesitan o no admiten ninguna prueba (dis-
yuncion inclusiva), mientras que para que una verdad sea a posteriori
debe ser imposible construir una prueba de ella sin incluir una apela-
cién a los hechos (Frege 1980, p. 5).%° Asi, las verdades “8 x 7 = 56”
y “La suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 180°”
son a priori ya que es posible derivar su prueba de leyes generales que
no necesitan prueba empirica alguna, aunque ello no significa que no
admitan prueba empirica alguna: que 8 x 7 = 56 puede comprobarse
empiricamente si contamos cuantas pelotas hay en 7 canastas que con-
tienen, cada una, 8 pelotas; que la suma de los dngulos internos de un
triangulo es igual a 180° puede comprobarse empiricamente si, siguien-
do a Gauss, medimos empiricamente tales angulos a fin de corroborar o
refutar la creencia kantiana de que nuestra intuicién no comete errores
geométricos.

Podemos “traducir” esto como sigue: un juicio a priori es un juicio
cuya verdad no requiere una demostracion fdctica, mientras que un jui-
cio a posteriori es un juicio cuya verdad requiere una demostracion fdc-
tica. Asi pues, seglin esta concepcion no interesan las condiciones psico-
l6gicas (o fisioldgicas o fisicas) de un juicio particular, sino la ausencia o
presencia de un elemento factico en él. En pocas palabras: no interesa
el contenido empirico de los juicios, sino la justificacion empirica para
hacerlos.

Considérese el enunciado “La suma de los angulos internos de un
tridngulo es igual a 180°” a la luz de esta concepcion fregeana. Incluso
si se supone que la verdad o falsedad de este enunciado —y de los
enunciados euclidianos en general— es una cuestién hipotética o de

40 Estos criterios son plenamente concordantes con el aparente antipsicologismo
de Frege. Para Russell 1996 (p. 503), su antipsicologismo nunca fue muy claro, por-
que Frege introdujo elementos psicolégicos al describir el juicio como el reconoci-
miento de la verdad.
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hecho, y no una cuestién necesaria o de razén,” sigue siendo cierto
que es un enunciado a priori segiin nuestra definicién, es decir, es un
enunciado cuya verdad no requiere una demostracion factica porque es
perfectamente posible dar cuenta de su verdad mediante procedimien-
tos estrictamente racionales. (No es, dirfan Gauss y Riemann, un enun-
ciado a priori segtin la definicion clasica, “estandar”, por asi llamarle, de
lo a priori, esto es, como independiente en un grado significativo de la
experiencia sensible.) Pero del hecho de que pueda ser a priori no se
sigue que tenga que ser a priori, porque uno puede demostrar a pos-
teriori la verdad (o falsedad) del enunciado “La suma de los angulos
internos de un tridngulo es igual a 180°” si lleva a cabo, como en su
momento se dice que hizo Gauss,*? una investigacién empirica sobre la
estructura geomeétrica del espacio. Nétese que nuestra definicion de lo
a priori es compatible con la tesis kripkeana segun la cual hay juicios
que, a pesar de poder ser comprobados aprioristicamente, no tienen que
ser comprobados aprioristicamente.*?

La relevancia epistemoldgica de la distincidn entre lo a priori
y lo a posteriori

Para algunos filésofos, la distincidon entre lo a priori y lo a posterio-
ri es epistemolégicamente inttil porque resolver la cuestion de si una

4l Como lo han sostenido no sélo Gauss y Riemann, sino también otros matema-
ticos, como Newton y von Helmholtz. Para Newton 2011 (p. 6), la geometria esta
fundada en la mecanica préactica. Para von Helmholtz (¢frr Weyl 2009, p. 133), la
geometria euclidiana no es a priori a pesar de la premisa kantiana de que el espacio
es “forma pura de la intuicién”. Una postura “cercana” a Kant fue la de Arquimedes,
para quien las demostraciones mecdanicas no debian buscarse “sin ninguna nocién
previa”, tal como lo expuso en su método de los teoremas mecénicos (Heath 2002,
suplemento).

42 Segtin Carnap 1995 (p. 135), Gauss nunca llevé a cabo esta prueba. Esto, sea
como sea, no afecta a nuestro argumento.

“3 En este punto surge el enigma de que, si la investigacién empirica sobre la es-
tructura geométrica del espacio muestra que el enunciado “La suma de los angulos
internos de un triangulo es igual a 180°” es falso en algunos casos, entonces ¢como
es posible que, a la vez, la verdad de dicho enunciado sea comprobable racional-
mente? Creo que el enigma se disuelve al considerar la distincién de Einstein entre
los teoremas geométricos acerca de la realidad, que no son certeros, y los teoremas
geomeétricos que son certeros, que no son acerca de la realidad. Y no encuentro
ninguna objecién a aplicar esta distincién a un mismo enunciado geométrico. En
terminologia kantiana, esta distincion significa que, si los teoremas geométricos son
sintéticos, entonces no son a priori; y si son a priori, entonces no son sintéticos (cfr.
Carnap 1995, p. 183).
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proposicién particular es a priori o a posteriori “produce muy poco en-
tendimiento”,** es decir, oscurece patrones epistémicos mds profundos,
en cuanto que, por ejemplo, una proposiciéon particular a la que se le
haya designado como “a priori” puede contener experiencias olvidadas
que, si bien no desempefian un papel evidencial en la conformacién de
dicha proposicién, si desempefian un papel habilitador.

Creo que esta sospecha sobre la significatividad epistemoldgica de la
distincién entre lo a priori y lo a posteriori es valida para las definiciones
clasicas, estandar, de lo a priori y lo a posteriori, pero no asi para las
definiciones no clésicas, no estandar, de lo a priori y lo a posteriori. En
otras palabras, es vélida para las definiciones (a la Kant) que ponen
atencién en los contenidos empiricos de las proposiciones, pero no para
las definiciones (a la Frege) que ponen atencion en las justificaciones
empiricas de las proposiciones.

Para las definiciones que ponen atencién en los contenidos empi-
ricos, una proposicion a priori es tal porque es independiente, en un
grado significativo, de la experiencia sensible, mientras que una propo-
sicién a posteriori es tal porque es dependiente, en un grado significati-
vo, de la experiencia sensible.

Pero, entonces, {como “determinar”, con respecto a la experiencia
sensible, el grado de independencia o de dependencia de una proposi-
cién particular? Desde las definiciones clasicas o estandar de lo a priori
y lo a posteriori, ¢“La suma de los angulos internos de un tridangulo
es igual a 180°” es un enunciado a priori o a posteriori? Si alguien
responde que es a priori, entonces puede replicarsele que, para el co-
nocimiento de la verdad de dicho enunciado, la experiencia sensible ha
desempefiado un papel habilitador, aunque no evidencial. Y si alguien
responde que es a posteriori, podria replicarsele que, para el conoci-
miento de la verdad de dicho enunciado, la experiencia sensible ha
desempeiiado un papel evidencial, aunque no habilitador.

Este “problema de indeterminacién” no tiene lugar en la concepcién
fregeana de lo a priori y lo a posteriori. Si alguien responde que el enun-
ciado “La suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 180°”
es a priori, le bastara con poder mostrar que la prueba de la verdad de
este enunciado es derivable de leyes generales que por si mismas no ne-
cesitan o no admiten ninguna prueba. El término “0” de este principio es
mas importante de lo que aparenta: si las leyes generales no necesitan
pero st admiten alguna prueba, entonces la verdad del enunciado podrd
mostrarse aprioristicamente, pero no tendrd que mostrarse aprioristi-

4 Esta es, por ejemplo, la postura de Timothy Williamson.
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camente. Si, por el contrario, alguien responde que el enunciado “La
suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a 180°” es a pos-
teriori, le bastara con poder mostrar que la prueba de la verdad de este
enunciado necesariamente incluye una apelacién a los hechos. (Ante
esta respuesta, un “apriorista fregeano” podria replicar que, si bien la
prueba de la verdad de este enunciado puede incluir una apelacién a los
hechos —trazando, por ejemplo, un tridngulo en una hoja y sumando
sus angulos internos—, también puede comprobarse mediante procedi-
mientos estrictamente racionales.)

La distincién fregeana entre lo a priori y lo a posteriori no es epis-
temoldgicamente inutil porque, si el criterio para sostener que dicha
distincion es epistemoldgicamente inttil es que oscurece algunos patro-
nes epistémicos relevantes, la distincién fregeana no puede oscurecer
patrones epistémicos relevantes sencillamente porque no pone atencién
en ninguno de ellos.

El hecho de que segtn la doctrina kantiana todos los juicios cien-
tificos sean juicios sintéticos a priori se debe a que Kant se ocupé del
contenido de los juicios y no de la justificacion para hacerlos, de la que
si se ocupd Frege. De acuerdo con la perspectiva fregeana, todos los jui-
cios de las ciencias naturales son juicios sintéticos a posteriori.** Para el
caso de los juicios de las matematicas (puras) en general, la perspectiva
fregeana es relevantemente similar a la perspectiva que adoptaria tiem-
po después el positivismo 16gico: las proposiciones de la 1dgica y de
las matematicas no tienen el mismo estatus que las hipétesis empiricas
porque su validez no se determina de la misma manera.*®
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