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Mi proposito en este articulo es presentar la axiornatizacion de la teorla
de conjuntos llamada de Zermelo-Fraenkel, haciendo hincapie en su
caracter intuitivo. A partir de una cierta intuicion acerca de que son
y como se distribuyen los conjuntos, pre tendo justificar cada uno de los
axiomas. Una vez introducidos los axiom as mismos, nos adentraremos
en algunas de sus consecuencias para recuperar -esta vez formalmente,
expresado en teoremas de la teoria- el contenido intuitivo que nos
sirvi6 de guia, conteniclo que se manifiesta especialmente en la estruc-
tura de la jerarquia acumulativa.

1. La paradoja de Russell

Todo conjunto es, ciertamente, una coleccion de objetos; en particu-
lar, de objetosque son conjuntos. Desde Iuego, esto no pretende ser una
definicion, ya que la nocion de coleccion no es, ella mism~, demasiado
clara y, por otra parte, no estoy afirmando que conjuntos y colecciones
coinciclan. Como veremos, este no es el caso. Sin embargo, algo preciso
se puede conduir a partir de esta primera vaga aproximacion a la natu-
raleza de los conjuntos. En primer lugar, que todo conjunto esta deter-
minado por sus elementos -pues esta es una caracteristica de las colec-
ciones. La asercion de que todo conjunto esta determinado por sus
elementos es el principio de extensionalidad. Si x es un objeto ysi a es
un conjunto, escribamos 'x E a' para indicar que x es un elemento de a.
Si x ,no es un elemento de a escribiremos 'x ¢ a'. Forrnalmente, el prin-
cipio de extensionalidad se expresa como sigue: Si a y b son conjuntos,

(i) v x(x E a ~ x E b) ~ a = b.

He tornado como punta de partida el Iugar comun de que todo con-
junto es una coleccion. La paradoja de Russell puede emplearse aqui
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para mostrar que la afirrnacion opuesta, es decir, la afirmacion de que
toda coleccion es un conjunto, es falsa. Desde luego, la intuicion de 10
que sea una colecci6narbitraria no esta bien delimitada, pero algo
podemos decir acerca de colecciones, ademas del hecho de que estan
determinadas por sus elementos. Por ejemplo, toda propiedad de obje-
tos determina una coleccion, a saber, su extensi6n. Pero el argumento
de Russell muestra que hay propiedades cuya extension no es un con-
junto; de hecho, la propiedad de ser un conjunto que no se pertenece
a sf mismo es una de elIas. El argumento, como es sabido, reza asf:
Sea C la coleccion de todos los conjuntos, a, tales que a * a. Asi, para
todo conjunto a,

a s C si y 5610si a * a.

Si C fuera un conjunto, C seria un valor de la variable a, y, por tanto,
podriamos concluir que

C s C si y s610 si C * C,

10 cual es absurdo. Por tanto, C no es un conjunto.

2. Estratos

Si no toda colecci6n de objetos es un conjunto, ~que colecciones 10
son? Como ayuda a una respuesta mas 0 menos satisfactoria, pensemos
en como construimos conjuntos y observemos que, al formar un con-
junto, disponemos ya de los objetos que seran sus miembros. En otras
palabras, los posibles elementos del conjunto han sido construidos pre-
viamente.

Designemos con 'V' el universo de los conjuntos, 0 sea, la colecci6n
de todos los conjuntos, y limitemos nuestras consideraciones a conjuntos
cuyos elementos son a su vez conjuntos -en breve, supongamos que
todos los objetos son conjuntos. Un conjunto es, pues, a Ia vez un objeto
y una colecci6n. Una colecci6n es un conjunto si y s610 si. es un ob-
jeto, es decir, si y 5610si pertenece a V, el universo.

EI universo se estructura de un modo natural en estratos, de acuerdo
con el orden de formacion de los conjuntos. Usemos la letra 'E', con
ap6strofos si es necesario, para referirnos a estratos. Un conjunto perte-
nece a un estrato dado si y s610 si sus elementos pertenecen a algun
estrato anterior. Esto corresponde a la observacion de que al construir
un conjunto disponemos ya de sus elementos. Los estratos son, ellos
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mismos, conjuntos, y la relacion de precedencia entre estratos es la rela-
cion de pertenencia: E es anterior a E' si y solo si E E E'.

Todo conjunto se forma en algun estrato y, pot tanto, pertenece a
algun estrato. Es decir

V'x'3:E (x E E).

Nos referimos a (ii) como al principio de restricci6n.
Si a es un conjunto, tarnbien 10 seran todas sus subcolecciones; de

hecho cualquier subcoleccion de a puede construise al construir a, ya que
sus elementos han sido formados previamente a la construccion de a.
Puesto que toda propiedad, <p, determina una coleccion, estas consider a-
ciones justifican el Ilarnado principio de separaci6n: Si a es un conjunto,
entonces hay un conjunto, b, cuyos elementos son exactamente los ele-
mentos de a con la propiedad <po En simbolos,

(iii) Va'iCbVx (x E b ~ X E a " <p (x)).

Hemos visto .que los conjuntos pertenecientes a un estrato, E, son
colecciones de objetos pertenecientes a estratos anteriores. Por otra parte,
E contendra como elementos todas estas colecciones. Puesto que, si el
objeto a ha sido formado en un estrato anterior a E, a sera formado
nuevamente en E, concluimos que todo estrato debe satisfacer el siguien-
te principia de acumulacum:

(iv) Vx(x E E~ (:IE' E E)(x I:: E' v x k E')).

(Donde, en general, la notacion 'x k y' es una abreviatura de la formu-
la 'Vu(u E x ~ u I:: y)'.)

3. Axiomas de construccioti

Los axiomas de la teoria de Zerrnelo-Fraenkel se acostumbran clasifi-
carlos en dos categorias: los de construccion y los de extension. En ter-
minos de estratos, los axiomas de construccion incluirian los principios
mencionados en el apartado anterior, ya que ellos describen, por 10
menos en parte, como los conjuntos se distribuyen en estratos y como
los estratos se relacionan entre sf, De hecho, los principios anteriores
proveen mas informacion de 10 que pudiera pensarse tras un examen
rutinario de su contenido, ya que implican que la coleccion de los es-
tratos esta ordenada, mas aun, bien ordenada, por la relacion de pre-
cedencia (0 sea, de pertenencia) entre estratos.
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Sin embargo, las axiomatizaciones comunes de la teoria de Zermelo-
Fraenkel no mencionan estratos en absoluto, Una presentacion usual de
los axiomas de construccion es la siguiente:

Axioma de extensionalidad:

VaVb(Vx(x £ a ~ x e b) ~ a = b) _

Esquema de separacion:

Va3:bVx(x e b~x s a A q>(X))

Axioma del par:

VaVb3:cVx(x s c~x =a v x ~ b)

Axioma de la union:

Va3:bVx(x s b ~3: z(x s Z A Z s a))

Axioma del conjunto potencia:

Va3:bVx(x £ b~x ~ a)

Esquema de regularidad:

3:x q> (x) ~ 3:x (q> (x) A 13:y(y e x A q> (y)))

Observemos que estos axiomas son en numero infinito, ya que hay
un axioma de separacion y un axioma de regularidad para cada pro-
piedad especificable -0, mas precisamente, para cada formula, q>, del
lenguaje de teoria de conjuntos (el lenguaje de primer orden con iden-
tidad cuyo unico simbolo no 16gicoes el relator binario 's').

Los axiomas de extension alidad y de separacion han sido ya discu-
tidos anteriormente. Con respecto al de separacion, dada la formula q>
y dado un conjunto a, denotemos por '~x s a: q> (x) F el conjunto, b,
cuya existencia tal -axioma garantiza. El axioma del par afirma la exis-
tencia, para cualesquiera conjuntos a, b, de su par, ~a, b ~ -el conjunto
cuyos unicos elementos son a y b. EI axioma de la union garantiza, para
todo conjunto, a, la existencia de U a, su union, a saber, del conjunto
cuyos elementos son los elementos de los elementos de a. (En particular,
pues, si a y b son conjuntos, el conjunto a u b -cuyos elementos son los
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elementos de a y los elementos de b- existe, ya que aU b = U ~a,bH.
El axiom a del conjunto potencial afirma que, dado un conjunto a, su
conjunto potencia, Pa, tambien existe -donde Pa es el conjunto cuyos
elementos son .precisamente los subconjuntos de a. (El nombre de 'con-
junto potencia' hace referencia al hecho de que, si a es finito con n
elementos, entonces Pa tiene 2n elementos). Finalmente (en orden, que
no en importancia) esta el axioma de regularidad. Dice simple mente
que si algun conjunto posee la propiedad cp, entonces hay un conjunto
minimal -con respecto a la relacion de pertenencia- que posee tal
propiedad.

~Por que debemos aceptar estos axiomas de construccion como verda-
deros de nuestra idea intuitiva de conjunto? Desde luego, se podria ar-
gumentar, independientemente de 10 dicho en las secciones anteriores,
en favor de su validez. Pero no es necesario. Tales axiomas se deducen
de los cuatro principios fundamentales -dos sobre conjuntos en gene-
ral, dos sobre estratos en particuIar- presentados en las secciones an-
teriores. Por tanto, es innecesario indagar mas profundamente en nuestra
intuicion de los conjuntos para justificar tales axiomas.

Al iniciar esta seccion mencione que los principios (i)-(iv) implican
que los estratos estan bien ordenados por la relacion de pertenencia, 0

sea, que las siguientes aserciones son consecuencia de tales principios:

(I) VE(E ~ E)

(2) VEVE'VE"(E E E' A E' E E" ~ E I> E")

(3) VEVE'(E E E' v E' E EvE = E')

(4) 3:E ti' (E) ~ 3:E ('" (E) A (l3:E')(E' E E A '" (E')))

Aqui voy a probar solo (1). (El resto de la prueba puede encontrarse
en [SCOTT]') Supongamos que (1) es falso. Sea, pues, E un estrato tal
que E E E. Consideremos el conjunto

(a ciertamente existe, por separacion). Por definicion de a, a ~ E, y, ya
que suponemos que E E E, concluimos, haciendo uso del principio de
acumulacion, que a E E. Pero entonees a E a si y solo si a ~ a. Esto es
absurdo. Por tanto, E * E.

La deduccion de los axiomas de construccion de la teorfa de Zermelo-
Fraenkel a partir de (i)-(iv) es ahora relativamente seneilla. El axioma
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del par se prueba asi: Sean a, b conjuntos. Por restriccion, hay estratos
E, E', tales que a E E, bEE'. Por (3) podemos suponer que E E E' 0

E = E'. Por tanto, poracumulaci6n, a, bEE'. Pero entonces, {a, b ~ =
~.x E E': x = a v x = b ~ existe por separacion.

Para justificar el axioma de la uni6n razonemos como sigue. Veamos
primeramente que, para todo conjunto x, y para todo estrato E,

(5) X E E~ x c E.

Pues supongamos que x E E. Por (4) hay un E' tal que x E E' Y para
todo estrato Elf I:: E', x • E". Por (3), E' E E 0 E' = E, de donde, por
acumulaci6n, E' ~ E. Puesto que x E E', hay un E" E E' tal que x ~ Elf
o X E Elf. Pero x E E" es imposible, por la minimalidad de E'. Por tan-
to, x ~ E". Por (3) y por acumulaci6n, E" c E' c E. De donde x ~ E.

Probemos ahora el axioma de la uni6n. Sea a un conjunto. Por res-
triccion hay un estrato, E, tal que a E E. Por (5), a ~ E, de modo que
si x E a, entonces x E E, y, de nuevo por (5), x ~ E. Por tanto, si Z E x
Y X E a, entonces Z E E, Por consiguiente,

Ua={x E E: (!lz)(x E Z" Z E aH
existe por separaci6n.

El axioma del conjunto potencia se justifica como sigue: Sea a un
conjunto. Sea E un estrato tal que a E E. Usando (4) como en la prueba
de (5) vemos que hay un E' E E tal que a ~ E'. Por tanto, si Z ~ a, en-
tonces Z ~ E' Y Z E E. Pero entonces

existe por separaci6n.
Justifiquemos, finalmente, el axiom a de regularidad. Supongamos que

!Ix rp (x) y pongamos

1j1 (E) ~ !lx(x E E " <p (x))
dot

Por restricci6n, dado que !Ix <p (x), tenemos que !lE'I\J (E). Por tanto,
por (4), hay un E minimal con la propiedad 'I\J=-es decir, un E tal que

'I\J(E) Y (l3:E')(E' E E " 'I\J(E')).

Fijemos tal E. Hay, pues, un conjunto, x, tal que

X E E Y rp (x).
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Sea y un elemento cualquiera de x. Queremos comprobar que l <p (y).
Por acumulacion, hay un E' E E tal que y E E'. Pero entonces l <p (y),
ya que, en otro caso, 'ljJ (E') -en contradiccion con la minimalidad de E.

4. Los axiomas de extension

Hemos visto que nuestros cuatro principios fundamentales son sufi-
cientes para la justificaci6n de los axiom as de construccion de la teoria
de Zermelo-Fraenkel, No es dificil ver que tales principios nos gar an-
tizan la existeneia de todos los conjuntos hereditariamente finitos (0 sea,
con bastante imprecision, de los conjuntos finitos cuyos -elementos son
finitos, los elementos de euyos elementos son finitos, etc.). Por otra parte,
esto es todo 10 que nos garantizan, pues si definimos recursivamente
sobre los numeros naturales intuitivos:

(donde cp es el conjunto vado -el cual existe, por separacion), enton-
ces la coleccion de 'todos losconjuntos que pertenecen a algun En (entre
los que se cuentan los En mismos, ya que En E En+1) constituye un mo-
delo de nuestros cuatro principios fundamentales y, por tanto, de los
axiomas de construccion de la teorla de Zermelo-Fraenkel.

Asi, estos axiomas son insuficientes para la Iundamentacion de la
matematica, ya que esta disciplina neeesita conjuntos infinitos en pro-
fusion. Hace falta, pues, agregar axiomas que aseguren, por 10 menos,
la existencia de algun conjunto infinito.

Notemos que, en el modelo anterior, si bien cad a estrato (cada En) es
finito, hay sin embargo un numero infinito de estratos y, por tanto, un
numero infinito de eonjuntos. Si hubiera, pues, un estrato, E, posterior
a todos los En (es decir, un estrato, E, tal que, para todo n, En E E), tal
estrato seria infinito ya que, por acumulacion, todo conjunto pertene-
eiente a algun En perteneceria tambien a E.

~Como formular un axioma de infinitud? Es decir, ~eomo afirmar la
existencia de un conjunto infinito? Observemos que si hubiera un estra-
to menor, E, posterior a todos los En, entonees <P E E (de heeho, cp EEl)
y, para todo x E E, x U ~ x ~ E E (pues si x E En' entonees, por (5),
x U ~ X ~ ~ En y, por tanto, x U ~ x ~ E PeEn) = En+1). Por otra parte, si
x ¥- y entonces, por regularidad, x U ~x ~¥- Y U ~y~; de modo que no
solo E, sino cualquier conjunto que contenga eomo elemento al conjun-
to vado, y tal que siempre que contenga a un conjunto x contiene tam-
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bien a x U ~x h sera infinite. EI axioma de infinitud, en su forma usual,
es simplemente la afirmacion de la existencia de un tal objeto.

Axioma de injinitud:

3:a(cp E a II Vx(x E a~ x U ~x} E a)).

La teoria descrita hasta ahora -la teoria cuyo unico principio de ex-
tension es el axioma de infinitud.,., es la Hamada teoria de Zermelo.
Esta teoria es suficiente para el desarrollo de practicamente toda Ia ma-
tematica tradicional, en especial del analisis en los espacios euclidianos.

Sin embargo, desde un punto de vista intuitivo, Ia teoria de Zermelo
deja aig~ que desear: no garantiza la existencia de suficientes estratos.
Sere mas preciso a este respecto.

Hemos visto que el axioma de infinitud nos proporciona estratos infi-
nitos. Puesto que los estratos estan bien ordenados, hay un primer estrato
infinito (este sera el primer estrato que satisface el ~ioma de 'infinitud,
segun vimos). Llamemos 'E*' a tal estrato, el cual no es mas que la
union de los En. Nuevamente por recursion sobre los numeros naturales
intuitivos definamos:

E~ =E*

entonces, la coleccion de tooos los conjuntos que pertenecen a algun ~
(entre los que se contaran, en particular, todos los En Y todos los E!) es
un modelo de los axiomas de Zermelo. Sin embargo, desde un punto
de vista intuitivo, hay muehas colecciones que deberian ser conjuntos y
que no pertenecen a ningun E~. Algunas de eIIas (por ejemplo, el ordi-
nal ro+ oi) son tan facilmente definibles que claman por una extension
del sistema. Sea <0 el menor (con respecto a la inclusion) conjunto que
satisface el axioma de infinitud. ro no es mas que el correiato formal,
en la teorfa, del conjunto de los numeros naturales, ya que si identifi-
camas los mimeros naturales intuitivos con conjuntos, de modo que

entonces
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ro = ~0, 1,2, ... ~

Si eontinuamos este proeeso intuitivo definiendo

co + n + 1 = ro + n U ~ro + n~

entonees

ro + co = co u ~ oi, eo + 1, to + 2, co + 3, ... }

to + ro es manifiestamente una coleccion razonablemente simple que,
sin embargo, no perteneee a ningun E! y euya existencia, por tanto, no
puede probarse a partir de los axiomas de Zermelo. Notemos que eada
elemento de co+ to sf perteneee a algun E! -de heeho, ro + n E E!+1"
El problema con co+ ro es que para la construccion de todos sus elemen-
tos se requieren todos los estratos E~, de modo que no hay ningun -es-
trato en el que ro,+ ro pueda realizarse como conjunto. Para asegurar
la existencia de m + m en Ia teoria bastaria postular (al igual que en el
easo del axioma de infinitud) la existencia de un nuevo estrato, diga-
mos E** , tal que, para todo n, E~ E E**. De todos modos, esta seria
una solucion inefieaz: no es difieil ver que podrfamos parafrasear el
argumento anterior para mostrar que hay todaviacoleceiones que intui-
tivamente debieran ser conjuntos y cuya existencia no seria probable.
(EI nuevo ejemplo seria, en este easa, el ordinal co + co + ro.)

Lo que se requiere, pues, es un axioma no local, sino global, de infi-
nitud que nos garantiee que la cadena aseendente de estra:tos no se
detendra inoportunamente. El problema con los E~ residia en que cada
uno de elIos estaba en eorrespondeneia con un numero natural (su sub-
indice) y que, si bien la coleccion de los numeros naturales (0 su corre-
lato formal en la teoria) constituye un conjunto, la coleccion de los E~
no 10 constituye necesariamente. Esta consideracion sugiere un procedi-
miento para solucionar no solo este problema concreto sino todos los
problemas afines. EI principia global de infinitud que necesitamos es
una propuesta del siguiente tipo: Sea a un eonjunto y supongamos que
a cada x E a hemos asociado un estrato EX' Entonces la colecci6n de los
Ex es tambien un conjunto, 0, equivalentemente, hay un estrato poste-
rior a todos los estratos EX'

Formulada en term in os de conjuntos -sIn mencionar estratos-, la
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propuesta anterior es el llamado axioma de substitucion y se debe a
Fraenkel y a Skolem. Para su formulaci6n debemos precisar la frase
"a cada elemento x I:: a hemos asignado un (estrato E,,) conjunto Yx'~.
Lo que esto significa es que tenemos una "relacion funcional" que hace
corresponder un elemento Yx a cada x e a. Tal "relacion funcional" pue-
de identificarse con una f6rmula de dos variables libres <p(x, y) tal que
para todo x haya un solo y que satisfaga <p (x, y). Puesto que para cada
f6rmula de este tipo tendremos una relaci6n funcional, y puesto que en
la teorta no podemos cuantificar sobre formulas, hay que formular el
principio de substituci6n como esquema.

, Esquema de substituci6n:

VxVyVz(<p(x, y) A <p(x, z) ~ y = z) ~
Va3:bVy(ye b ~3:x(x s a A <p(x,y))).

El conjunto, b, cuya existencia garantiza el esquema de substituci6n,
suele denotarse por

~y: (:;Ix s a) <p(x, y)~.

Con esto concluyo la presentaci6n formal y la justificaci6n intuitiva
de los axiom as de Zermelo-Fraenkel, Quisiera observar, sin embargo, que
19) el esquema de separacion es un corolario del de substitucion.. 29) el
esquema de regularidad puede formularse como axioma, y 39) la teoria
de Zermelo-Fraenkel no es finitamente axiomatizable -de modo que,
por 19) y 29), el esquema de substitucion no es reemplazable por un
axioma.

5. La jerarquia cumulaiiua

La justificaci6n intuit iva aqui presentada de la teorfa de Zermelo-
Fraenkel se bas6 en el concepto de estrato. Pero en la formulaci6n misma
de los axiomas no se hace mencion alguna de tal concepto. Mi intencion
ahora es mostrar que, sin embargo, el concepto de estrato es recuperable
en la teorta de tal modo que las propiedades basicas que intuitivamente
asignamos a los estratos y a Sll interrelaci6n sean probables en la teoria,

Este es, a mi parecer, un punto importante para la comprension de
la teoria de conjuntos. La definibilidad de la jerarquia cumulativa y el
hecho, probable en Zermelo-Fraenkel, de que todo conjunto pertenece
a algun estrato de esta jerarquia, hace dificil mantener la opinion, tan
comunmente expresada, de que la axiomatizacion de Zermelo-Fraenkel
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es ad hoc. Segun esta opinion, nuestros axiomas han sido elegidos sim-
plemente con dos fines en mente: 19) evitar la reproduccion de los
argumentos que conducen a las paradojas y 29) proporcionar a los rna-
ternaticos instrumentos de construccion y prueba suficientes para sus
necesidades cotidianas. Si estas fueran las unicas directrices de la axio-
matizacion aqui presentada, serfa dificil explicar como surge, en la teorIa
misma, esta distribucion jerarquica de los conjuntos en estratos de acuer-
do con su complejidad.

Para introducir formal mente la jerarquia cumulativa debemos oC}.lpar-
nos previamente de los ordinales y de los principios de induccion y
recursion transfinita. No probare nada acerca de estos conceptos. Me
Iirnitare a mencionar y comentar las nociones que precise para la dis-
cusion de la jerarquia. Las pruebas no ofrecidas pueden encontrarse,
por ejemplo, en [LEVY].

Un conjunto transitivo es, pOl' definicion, un conjunto, a, tal que los
elementos de los elementos de a son, a su vez, elementos de a -en otras
.palabras, tal que los elementos de a son tambien subconjuntos de a.
Un ordinal se define como un conjunto transitivo cuyos elementos son
conjuntos transitivos. Asi, pOl' ejemplo, 19) cp es un ordinal, 29) si x es
un ordinal tambien 10 es x u ~x ~ (el Ilamado sucesor de x) y 39) si A
es un conjunto de ordinales, entonces UA, la union de A, es tambien
un ordinal.

a'odo ordinal 9"ta ordenado, de hecho bien ordenado, por la relacion,
10, de pertenencia.i Usemos las primeras letras minusculas del alfabeto
griego para referirnos a ordinales. Asi, definamos para ordinales

a<~~aE~
def

Todo ordinal es el conjunto de los ordinales menores que el. Hay un
ordinal menor, a saber cpo Para mayor conspicuidad definamos

O=cp

Entonces los numeros naturales no son mas que los primeros ordinales,
a saber: 0, I = 0 + 1, 2 = I + 1, 3 = 2 + I, etc. Basicamente, los ordinales
son una extension de los numeros naturales en el dominio de 10 trans-
finito. (0, el conjunto de los numeros naturales, es el primer ordinal
infinito.
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La coleccion de los ordinales esta ordenada, y bien ordenada, por la
relacion de' pertenencia. De hecho, la totalidad de los ordinales no es
un conjunto, segun la teorla de Zermelo-Fraenkel, por 10 que la afir-
macion anterior necesita trabajarse. Precisamente, 10 que quiero decir
es que las aserciones siguientes son teorernas:

(6) Va(a<t:a)

(7)

(8) Va~(a<~ v ~<a v ~=a)

(9) 3:acp (a)-43:a (cp(a) " (13:~)(~ <a "<p(~»)

[donde, en (9), <pes cualquier formula del lenguaje de la teoria).
Observernos que, dado que E no es mas que la relacion de pertenen-

cia entre ordinales, (9) es simplernente un caso particular del axiorna
de regularidad, (9) dice que si algun ordinal posee la propiedad <p,en-
tonces hay un ordinal menor que la posee. De hecho esta afirmacion
es la contrapositiva del principio de induccion para ordinates, Iorrnu-
lable como sigue:

(9') Va «Vj3 < a) cp(13) -4 <p(a» ~ Vc <p(a)

o sea, para mostrar que todo ordinal posee la propiedad <p,basta mos-
trar que un ordinal cualquiera, a, posee tal propiedad -bajo el supuesto
(la hipotesis inductiva) de que todo ordinal menor que a la posee.

El principio de induccion puede considerarse, pues, como un metodo
de prueba. Pero, al igual que en el caso de los numeros naturales, la
existencia de un buen orden permite la definicion recursiva de opera-
ciones en ordinales. Algo imprecisamente, para definir una operacion,
0, por recursion sobre los ordinales, basta mostrar como definir el va-
lor, O(a), de tal operacion para el ordinal a a partir de los valores
0(13) para cada ~ < a. La definicion de O(a) a partir de los O(~) (13 < a)
debe ser uniforme -0 sea, debe ser la misma en cad a caso, indepen-
dientemente de a. Reconozco que esta explicacion es vaga. La he ofre-
cido para dar un aire de naturalidad a la discusion mas formal y precisa
que ahora presento.

Supongamos que disponemos de una operacion, G, que asigna a cada
conjunto, a, un conjunto G(a). (Tal operacion se dara en general me-
diante una formula del lenguaje conjuntista, de modo semejante a 10
que ocurre en la formulaci6n de los axiomas de substitucion. De hecho,
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una operacion en este contexto no es mas que 10 que alIi Harne una
"relacion funcional"). Una forma del teorema (0, mejor, esquema) de
definicion por recursion sobre ordinales afirma entonces la definibili-
dad de una unica operacion, 0, tal que, para todo ordinal, a,

O(a) = G(i O(~) : ~ < a~)

Asi, O(a) se obtiene aplicando la "regIa" G (siempre la misma) al con-
junto de los valores O(~) para ~ <a.

Quisiera observar que esta no es la forma mas general del esquema
de recursion sobre ordinales, pero es suficiente para mis propositos pre-
sentes.

Con ~l teorema de recursion en nuestro haber, estamos ya en dispo-
sicion de introducir formalmente la jerarquia cumulativa. Definamos
por recursion sobre los ordinales:

(11) yea) = U iP(V(~)) : ~ < a~

Antes de seguir adelante, veamos que (11) es un caso particular de
(10), de modo que nuestra definicion esta justificada. Desde luego, 'V'
juega aqui el papel de '0'. Definamos la operaci6n G mediante la
ecuaci6n:

G(x) =UiP(y):y E -}

(0, si queremos ser mas Iormales, sea <p(x, z] la formula siguiente:

Vu(u E Z ~ (3:y)(y E x 1\ U ~ y));

no es dificil ver que para todo conjunto x hay exactamente un conjunto
z tal que <p(x, z) y que

G(x) = z si Y solo si (p(x, z) ).

Entonces, ya que ~ E a si y solo si ~ < a,

yea) = G(iV(~) : ~ < a~);

o sea, que (11) es un caso particular de (10).

Pasemos a analizar los conjuntos V(~) definidos segun (II). Escribamos
'Va' en vez de 'V]«)'.
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En primer lugar, observemos que (11) se puede re£ormular como

(11') Vx(x EVa ~ (3:(3 < a) (x ~Vp».

Supongamos que {3 < a. Como Vp c Vp, (11') nos permite concluir que
v, EVa. Por otra parte, si x E Vp, entonces x c v.; para algun y <~.
Por tanto, x ~ Vy, para 'algun y < a. De donde x EVa. Hemos proba-
do, pues,

(12)

Y

(12')

De (12') se sigue que

(13) VX(X E Va~ x ~ V~l;

pues sea x E v«. Hay, pues, ~ < a tal que x c Vp. Pero Vp c Va; por
tanto x c v-.
~ Con la ayuda de (13) y (12), (11') es equivalente a

(II") Vx(x EVa ~ (3:Vp £ Ve) (x E Vs v X ~Vp»,

10 cual no es mas que nuestro viejo principio de acumulacion formulado
en terminos de los V«. Asi, para poder afirmar justificadamente que los
Va son el correlato formal de los estratos, debemos comprobar solamen-
te que satisfacen el principio de restricci6n:

(14) Vx 3:a (x EVa).

Sea x un conjunto cualquiera. Procediendo por contradicci6n, supon-
gamos que 13:a (x EVa). Por el axioma de regularidad hay un conjun-
to minimal, xo, tal que 13:a (xo EVa). Es decir, hay un conjunto Xo tal
que

pero
(4HF) Vy (y E Xo ~ 3:{3(y E Vp».

Puesto que los ordinales estan bien ordenados (satisfacen (9) en par-
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ticular}, para cada y E Xo (por ('*', 'I!')), hay un ordinal menor, ~ (y), tal
que y E V/3(lI).

Por el axioma de sustitucion, e1 conjunto

de!

existe. Ahara bien, A es un conjunto de ordinales. Por tanto, segun 10
indicado despues de Ia definicion de ordinal, U A es tambien un ordi-
nal; digamos Uo= U A. Ademas, para cada y Exo, ~ (y) ~ ao. Por tanto,
por (12'), para cada y E XO, V/3(Y) c Vao. Pero, por definicion de ~ (y),
y E V/3(Y). Asi podemos conduir que, para todo y E xo, Y E Va.o;0 sea, que

Pongamos

U=Uo+l.

Dado que u = Uo U ~ Uo h es obvio que

ao <<<
Por tanto, por (II'),

Xo EVa,

en contradiccion con ('*'). Asi, (14) esta establecido.

Quisiera detenerme unos momentos para justificar la forma de em-
plear en esta prueba el esquema de sustitucion para construir el conjun-
to A. Mas formalmente, el argumento seria como sigue: Sea q> (y, z) la
formula que expresa:

z es un ordinal y y E Vz Y para

todo ordinal WE Z, Y * Vw•

Entonces
A = ~Z : (3:y E x)(q> (y, z))

existe, por el axioma de sustitucion.

6. Conclusion

Hemos regresado, pues, a nuestro punto de partida: la distribucion
de los conjuntos en una jerarquia bien ordenada de estratos. Cada con-
junto aparec~ en un primer estrato y, desde ahi, continua apareciendo
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en todos los estratos posteriores. El ordinal correspondiente a su prime-
ra aparicion puede ser tomado como una medida de complejidad del
conjunto: conjuntos mas simples aparecen en estratos anteriores; dos
conjuntos que aparecen por primera vez en el mismo estrato poseeran
la misma complejidad. EI primer estrato, Vo, es vado; el segundo estra-
to, VlI contiene el conjunto vado como unico elemento, V2 = ~cp, ~ cp ~ h
etc. Los estratos, finalmente, van sucediendose indefinidamente en el
dominio de 10 transfinito, un estrato para cada ordinal, cofinalmente
con el universo.

Puesto que dan lugar a esta estructurada jerarquia de los objetos de
que tratan, los axiomas de Zermelo-Fraenkel no pueden considerarse
simplemente una respuesta a las necesidades del momento, meros postu-
lados que permiten "hacer matematica" al tiempo que esquivan las pa-
radojas. Esta es, tal vez, una conclusion a la que puede llegarse tras una
inspeccion sumaria de sus axiomas (aunque el axioma de regularidad
presenta problemas al respecto). Pero una excursion algo mas profunda
a traves de sus consecuencias nos ha podido mostrar el gran contenido
intuitivo de esta teorfa.

Quedan, sin embargo, muchos problemas que resolver. Uno de ellos
es la existencia de enunciados expresables en la teorfa e indecidibles en
ella. Sabemos por los teoremas de incompletud de Godel que tales enun-
ciados deben existir. Asi, por ejemplo, el enunciado que, debidamente
interpretado, afirma de sf mismo que no es un teorema, 0 el enunciado
que expresa que la teorfa es consistente. Sin embargo, sabemos (0 cree-
mos saber) que estos enunciados son verdaderos, ya que confiamos en la
consistencia de la teorfa (una razon para esta declaracion de confianza
es su neto caracter intuitivo).

Pero no es la existencia de enunciados indecidibles de este tipo 10 que
causa los mayores problemas. A fin de cuentas, los resultados de Codel
son una limitacion necesaria con la que nos hemos habituado a coexis-
tiro EI problema real surge de la existencia de enunciados puramente
conjuntistas indecidibles en la teorfa. Si todo nuestro conocimiento ma-
tematico es reproducible en Zermelo-Fraenkel, entonces un enunciado
independiente de esta teoria es, de hecho, un enunciado independiente
de nuestro conocimiento. Creo que aqui se localiza un profundo proble-
ma en filosofia de la matematica.
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