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I. En el momenta en que Felix Klein presenta su Programa de Erlangen,
la geometrfa proyectiva esta plenamente desarrollada. Al aplicar a ella
la teoria de los grupos debida a E. Galois, la matematica moderna esui
ya constituida; aunque no ha alcanzado el nivel, por ejemplo, de Bour-
baki, sin embargo trata de las "mismas cosas" que la matematica de
nuestros dias. Los numeros y figuras no son ya su objeto, las estructuras
abstractas son su tema de ocupaci6n. Muchas etapas quedaban por re-
correr cuyos hitos, salvo uno, no voy a sefialar aqut,

En 1899,D. Hilbert publica sus Fundamentos de la geometrta.» donde
los Elementos euclideos aparecen bajo nueva forma. Bajo una comun
estructura --a menos de detaIles-- Hilbert y Euclides reconstruyen la
geometria llamada elemental. Pero, tras una engafiosa apariencia, se des-
lindan dos disciplinas muy diferentes: una geometrla patentemente fi-
sica2 en el caso de Euclides y una geometria "euclidea" no fisica en el
caso de los Grundlagen. Trazar la historia de Ia aparici6n de Ia materna-
tica abstracta no es tarea facil, aunque varios intentos incompletos ya
hayan tenido lugar. De todos modos Ia comparaei6n revela que no es
necesario apelar a geometries dioergentes ni abstrusamente atractivas
para captar el cambio acontecido, De Euclides a Hilbert existe un abis-
mo que se puede marcar, primariamente, con s610decir que el conjunto
de nuevos axiomas apelan a tres clases cualesquiera de cosas que los
satisfacen, mientras que en los Elementos 5610estaban en cuesti6n clases
de cosas muy concretas: puntos, rectas y pIanos no eran antes cuales-
quiera, como para Hilbert, sino esencialmente entes jisicos. Como, den-
tro de una "misma" geometrla, acontece un cambio de ese tipo debe ser
explicado adecuadamente y esto es, como dedamos, tarea attn abierta.
Su importancia no se escapa ni requiere ser espeeificada.

1 GTundlagen der GeometTie, Leipzig, Teubner, 1899. Traducci6n inglesa: Foun-
dations of Geometry, Chicago, Open Court, 1910.

2 EI concepto de geometria fisica ha sido usado entre otros por B. Russell. Aquf
tomamos como base Wilder, R., Introduction to the Foundations of Mathematics,
Nueva York, 1952.
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En lugar de tratar el desbordante conjunto de problemas vinculados
a esta tarea pueden elegirse ciertos temas que aparecen como especial-
mente significativos. Muy probablemente una decision parcial acerca
del proceso referido pueda ser efectuada, no en bloque, 0 a traves del
analisis de complejos pasos, sino a traves del tratamiento de algunos
aspectos que podriamos considerar claues para su comprension, Enfoca-
remos uno de ellos 0, mejor dicho, un asunto de detalle aparente, que
no puede considerarse siquiera como uno de esos aspectos claves en su
totalidad.

La introduccion del principio de dualidad, en una forma muy primi-
tiva pero sujicientemente ejicaz, en los aDOSveinte del siglo pasado, pue-
de servir del modo indicado. No nos in-teresa dilucidar las extendidas
polemicas acerca de la precedencia de quienes 10 utilizaron, sino especi-
ficar un poco su funcion en el desarrollo de Ia geometria, comparandola
con la que cumplieron efectivamente conceptos 0 teorlas mas espec-
taculares.

2. Ya en la geometria anaHtica cartesiana se da un cambio en cuanto
a los "objetos" del discurso geometrico. En particular, en el caso de la
geometrfa plana, la correspondencia entre pares de mimeros --coorde-
nadas-- y puntos, y entre ecuaciones y rectas, con un significado geome-
trico preciso de los parametres, introduce un nuevo lenguaje acerca de
las relaciones entre puntos y rectas en las que ellos no aparecen para
nada como tales. Un "punto" Pia, b) pertenecera a una "recta" y = mx +
n si y s610si b = ma + n. En estecaso, los puntos y rectas --en rigor, al
llamarlos as! se estarian usando nombres arbitrarios- no poseen 5010las
propiedades asumidas desde siempre sino otras propiedades nuevas (por
ejemplo, que en el ejemplo referido las coordenadas satisfacen la ecua-
cion), si bien correspondientes a aquellas, Asf, el discurso de la geometria
analitica del plano adquiere una nueva forma, y los "objetos" son otra
cosa que puntos y rectas sensu stricto.

Sin embargo, la producci6n de esta nueva geometria se efectua de tal
modo, que la nueva version reproduce en un lenguaje isomorjo las pro-
piedades ya conocidas. La geometria anaHtica aparece como una cons-
truccion adaptada especialmente para el calculo de posiciones y de tra-
yectorias -elementos fisicos--: nuevamente, pues, como geometria fisica,
y en este sentido no constituye una innovaci6n radical. Lo que interesa
a Descartes es algo mas que la trayectoria de una mosca en el invierno
holandes: no obstante, en el nuevo calculo se reproducen las estructuras
que interesan para el control de procesos fisicos como ese zumbador vue-
10. La naturaleza y el aIcance de las aplicaciones son esclarecedores al
respecto. Por un lado, la geometria euclidea cartesiana reproduce, con
objetos aparentes distintos, relaciones bien estudiadas; solo que 10 hace
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con un nuevo rendimiento teorico, Ya en este caso se presenta, en tenue
esbozo -y con una ambiguedad que veremos persistir-, el proceso de
transformacion de la geometrfa euclidea. Ya aqui se produce mas de 10
reproducido; por ejemplo, las soluciones de un sistema de dos ecuaciones
de primer grado con dos incognitas correspondientes a los puntos de
interseccion de rectas en el plano (1) admiten otras interpretaciones
(paralelismo 0 superposicion) distintas a la propuesta y, aun en ella, (2)
el estudio de los parametres aporta una generalidad insolita. De ahi el
interes de este "primer" timido paso en la larga marcha hacia la geom~
tria abstracta.

3. EI estudio de las conicas tiene una historia de veintitres siglos. Sin
embargo, durante doce de ellos, desde Papus hasta el comienzo del dieci-
seis, no experimento progresos. Coodlige nos dice que, si excluyeramos
a Papus, serian diecisiete siglos de quietud. De golpe, el in teres por el
tema se renovo y desemboco en 10 que hoy conocemos como geometria
proyectiva. Desargues, Pascal y, particularmente, Poncelet, se destacan
entre los nombres de quienes cumplieron este proceso.

3.1 Antes de llegar a nuestro tema esped£ico conviene recordar algu-
nos momentos significativos del desarrollo de la geometrfa proyectiva.
En primer lugar, sefialar que la introduccion de elementos impropios
--especialmente puntos- en la geometrfa esferica, con anterioridad a
aquel desarrollo, no se integra en el, por mas que hoy pueda considerar-
se como un antecedente a tener en cuenta; en geometria proyectiva de-
bio procederse nuevamente, y en forma totalmente independiente, a in-
troducirIos. En segundo lugar, las investigaciones de Desargues sobre las
conicas permanecieron sin conocerse durante un largo periodo al punto
que el Brouillon projet sobre las intersecciones de un cono con un plano,
de 1639, solamente fue localizado y estudiado recientemente y sus resul-
tados solo se conocieron antes muy parcialmente, a traves de Pascal y La
Hire. En tercer lugar que las nuevas investigaciones sobre las conicas, las
que correspondieron a la geometra proyectiva avanzada, con Poncelet,
prescinden del cono para constituirse como una respuesta a un problema,
par ejemplo, del plano acerca de ciertas curvas. Si bien corresponden a
Desargues varios teoremas fundamentales, solo con posterioridad aparece
la disciplina como constituida sistematicamente. Tampoco son suficientes
para ello los trabajos de Pascal y La Hire. Pascal escribe, a los dieciseis
afios, un tratado sabre las conicas que permanecera inedito. Sin embar-
go en 1640publica un opusculo Essais pour les coniques 8 donde presen-
ta los principales teoremas por el descubiertos, especialmente uno central,
referente a los exagonos inscritos en una conica. La Hire introduce una
teoria de polos y polares como base de su geometria. Con todo, los ele-

3 Pascal, B., Essais pour les coniques, 1640.
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mentos referidos en los autores citados son insuficientes y solo el des-
arrollo de la geometra descriptiva, especialmente por G. Monge, va a
fertilizarlos. Construida en ocasi6n de las necesidades de trazar pIanos
de fortificaciones, la geometria descriptiva -matematicamente poco im-
portante en otros sentidos- provee un metodo de trabajo para la na-
ciente geometria proyectiva. La obra de Monge 4 y la de Carnot 5 permi-
ten clasificar las propiedades de las figuras en metricas y descriptiuas, 10
cual juega un rol central por mas que solamente haya podido fundarse
eon rigor recien cuando, mucho mas tarde, se hace intervenir la nocion
de grupo en geometria.

Es la obra de Poncelet 6 que llega a constituir en disciplina sistematica
la geometria proyectiva: es el Tratado sobrelas propiedades proyectivas
de las figuras que la presenta de modo integrado, mas alla de cierto pri-
mitivismo en su conceptuacion. EI uso de dos operaciones -la proyec-
cion y la seccion-> y de la homologia le permiten hacerlo, Dos principios,
el de "continuidad" y el de dualidad complementan los elementos refe-
ridos. Es Poncelet quien considera al conjunto de puntos impropios del
plano como recta impropia (en cambio Desargues usaba los puntos im-
propios con un alcance mas limitado).

Con posterioridad la introduccion en geometria proyectiva, por Chasles
y Mobius, de la relacion anarmonica conocida ya por Papus, y mas tarde,
de las seis formas proyectivas basicas, con la nocion de proyectividad
entre dos formas, abren el camino para una sistematizacion mas amplia,
y para la generacion proyectiva de las conicas. Es von Staudt quien intro-
duce una nueva definicion de las conicas basada en la polaridad a priori.
Con ello estaba dada la geometria proyectiva en su forma sistematica
basica, sin perjuicio de los pasos que tuvieron lugar hasta Klein, en el
periodo que nos interesa aqui. A esos pasos vamos a referirnos con pas-
terioridad.

3.2 Pueden, en todo ello, distinguirse, hasta Klein, fundamentalmente
tres periodos. I) Un primero en el cual aparecen los elementos basicos
que van a servir para constituir la disciplina y algunos teoremas basicos.
En dicho periodo, como es obvio, no existe una comunidad de inuestiga-
dores que posean un corpus de doctrina 10 suficientemente desarrollado.
2) Un segundo periodo, a partir de Poncelet en que la geometria pro-
yectiva esta constituida y existe una comunidad de investigacion -predo-
minantemente francesa en un primer momento, luego alemana, luego

4 Monge, G. Sus obras de fundaci6n de Ia geometria descriptlva, su labor docente
y de organizaci6n en la Ecole Polytechnique y su capacidad matematica abrieron paso
a la geometria proyectiva naciente. Poncelet se form6 con el.

/I Carnot, L., Geometric de position, 1803.
6 Poncelet, J. V., Traitt! des proprietes projectives des figures, Paris, 1822.



INTRODUCCION DEL PRINCIPIO DE DUALIDAD

aun mas amplia, incluyendo por ejemplo a Cayley," de importancia cen-
tral; periodo en el que la geometria proyectiva se desarrolla sobre la base
del Tratado de Poncelet y se proponen algunas modificaciones sistema-
ticas importantes, aunque no decisivas. Las consecuencias del principio
de dualidad son expHcitas al promediar el periodo y se busca fundamen-
tarlo (por demostracion, en una de las variantes). 3) En el tercer periodo
no solo la comunidad de geometras especializados desarrollan la disci-
plina sino que se fertiliza la teoria con aportes de otras disciplinas ma-
tematicas, De cualquier modo la caracterfstica comun de estos dos ulti-
mos periodos es la existencia de una continuidad de trabajo. Esto toma
importancia cuando se comparan los aportes en relacion con otros y se
atiende a la penetracion de las matematicas en sentido abstracto con-
temporaneo,

4. Consideremos un aspecto en esa historia, de la que dimos apenas
algunos rasgos. Mas alla de la introduccion de elementos en el infinito
-puntos y rectas impropios--, mas alla de las especiales propiedades
del hexagono de Pascal 0 de teoremas significativos en ese desarrollo, va-
mos a considerar por el momenta solo la dualidad en geometria pro-
yectiva.
4.1 Las proposiciones fundamentales de esa geometria admiten el in-

tercambio de las expresiones "pun to" y "recta" en el plano y "pun to"
y "plano" en el espacio. Estas leyes de simetria conceptual se introducen
en toda la geometria del plano y del espacio, respectivamente.

No vamos a considerar todas las vicisitudes que sufrio la dualidad
-justamente la simetria indicada- y menos aun como dijimos las dispu-
tas por la precedencia en su introduccion, La dualidad aparece en Pon-
celet a traves de su estudio de la polaridad de las conicas (polos y pola-
res hacen de mediacion para la dualidad) mientras que en Gergonne 8

aparece como principio general que establece una relacion entre teore-
mas (si en determinados teoremas de la geometria proyectiva plana se
sustituyen las palabras "punto" y "recta" por "recta" y "pun to" respec-
tivamente, se obtienen teoremas llamados duales de los de partida, y red-
procamente). La dualidad en Poncelet queda particularizada, en Ger-

7 Cayley, A., The Collected Mathematical Papers of ... , Cambridge, 1889-1897.
8 Gergonne, J. D. (ed.), Annales de Mathematiques Pures et Apliquees, Nismes,

1810-183l. Los Annates, aparte del ser la primera revista estrictamente matematica [a-
mas publicada, fueron el lugar principal de las publicaciones de geometria proyectiva
en la epoca fundacional. Gergonne mismo produjo numerosas contribuciones a la
misma y en particular los articulos dedicados al principio de dualidad principalmen-
te: "Recherche de quelque-unes des lois generales qui regissent les polyedres", V.15,
1824-25, pp. 157-164, "Considerations philosophiques sur les elements de la science de
I'etendue", V. 16, 1825-26, pp. 209-231, y "Recherches sur quelques lois generales qui
reglssent les Iignes et surfaces algebriques de tous les ordres", V. 17, 1826-27, pp.
214-252.
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gonne generalizada aunque con poco cuidado. No aparece tampoco sujeta
a demostraci6n y se la juzga en general a partir de los resultados que
produce.

A medida que es aplicada se va a:finando su uso aunque sin cambios
en 10 esencial. Mobius 9 se expresa como sigue:

De toda proposici6n en base a la cual de un sistema de puntos y
rectas arbitrariamente elegidos en el plano, mediante sucesivas
uniones e intersecciones, son deducidos otros puntos y rectas, de los
cuales tres dados de los primer os yacen sobre una recta, 0 tres da-
das de las segundas se encuentran en un pun to, se puede deducir
otra en la cual los puntos se intercambian con las rectas y 'yacen
sobre una recta' con 'encontrarse en un pun to' .

Las versiones que aparecen sucesivamente introducen pequerios cam-
bios; como ejemplo incluimos en primer lugar la de von Staudt: 10

Las primeras proposiciones de la geometria hacen ya sentir cierta
ley de reciprocidad 0 de dualidad, gracias a la cual en el espacio,
el pun to y el plano estan uno frente al otro, y toda proposicion
en la cual no se haga ninguna distinci6n entre elementos propios
e impropios, encuentra su complementaria en otra que result a de la
primera cambiando entre s punto y plano ... Dos proposiciones
de tal especie se colocan corrientemente una al costado de la otra
como los dos aspectos de una unica proposici6n.

Otra forma en que aparece la dualidad se expresa del modo siguiente:

Se puede asignar a cada sistema ~ un sistema redproco (dual), ~,.
A todo par de formas GJ G'J colineares en ~ corresponde un par de
formas colineares entre si en ~1. A cada elemento de ~, unido res-
pecto a las dos primeras formas, corresponde un elemento en ~1

que esta unido respecto a las dos ultimas.u

Finalmente, Clebsch, sobre la base de entender las c6nicas, sea como
conjunto de puntos, sea por via de sus tangentes, nos dice: "ciertas rela-
ciones valederas para conjuntos de puntos se pueden transportar a figu-
ras de rectas".

9 Mobius, A. F., "Der baricentrische Calcul" (1827), paragr, 285, en: Gesammelte
Werke, Leipzig, Hirzel, 1885. Citado por: Nuvoli, L., "Il principio eli dualita in geo-
metria visto attraverso le successive sur formulazioni fino agli inizzi del secolo XX"
en Physis, V. 2, 1960, pp. 101-120.

10 Staudt, K. V., Geometrie der Lage, paragr. 6, n. 66, Nurberg, 1847. Citado en
Nuvoli, op. cit.

11 Staudt, K. V., ibid., n. 137.
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Quedan de lado aqui los problemas vinculados a la "demostracion"
del principio de dualidad pero no es eso 10 que interesa aqui sino su
significado. Cabe solamente sefialar que esa demostraci6n recorrio las
vias de la geometria proyectiva algebrica y no los caminos sinteticos tra-
dicionales en la disciplina.

4.2 Tomando, por su relativa simplicidad, la geometria proyectiva
plana, en su presentacion dual, que se hace viable por la introduccion de
elementos en el infinite -en particular, de puntos impropios-, se des-
arrolla del modo siguiente. Los sistemas geometricos presentan un "pa-
ralelismo" (en esta geometria que trata las paralelas de modo tan singu-
lar, cortdndolas justamente en un punto impropio), de modo que son
posibles des presentaciones duales; una de las cuales incluye puntos y
rectas en los lugares donde en la otra aparecen, respectivamente, rectas
y puntos, dentro de estructuras lingiiistico-relacionaies incambiadas.

Esta forma dual de presentar las propiedades de objetos geometricos
supone un principio de dualidad cuya significaci6n nos interesa, y llega
hasta nuestros dias en las formas usuales de construir la geometria pro-
yectiva, es decir, en las formas axiomaticas correspondientes al estado
actual de nuestras concepciones deductivas.

4.3 Sin necesidad de explicitar en nueva forma tal principio, la pre-
sentaci6n dual misma introduce ya una manera diferente de entender
la geometria. Dada la re'ferida forma de presentaci6n dual: la geometria
puede concebirse construida por una columna A -0 por otra B-, 0bien
(mas razonablemente), por la presentaci6n completa que comprende las
dos columnas a la vez. Se trata, como dijimos, de dos sistemas deductiuos
"paralelos" en los que "puntos" y "rectas" aparecen determinados del
modo indicado.

Ahora bien, podemos preguntarnos de inmediato cuales son los objetos
de esta geometria y de que modo son susceptibles de una interpretacion
[isica. Aunque la idea de magnitud -longitud de un segmento (en la
forma de congruencia de segmentos), por ejemplo- haya sido eliminada,
interesando solo las propiedades justamente proyectivas, podemos pre-
guntarnos si esta geometria podria interpretarse de manera que el do-
minio estuviese formado por elementos fisicos -posiciones 0 trayecto-
rias-, tal como podian interpretarse la euclidea y la anaHtica. Y, mas
aun, podemos preguntarnos que cosas designan las expresiones "punto"
y "recta" en este uso tan peculiar. Es esto precisamente 10 que aparece
como una novedad significativa.

Ambas columnas, lefdas alternadamente, constituyen la geometria pro-
yectiva. Se trata de dos sistemas deductivos -no necesariamente axioma-
ticos en nuestro sentido- isomorfos, i. e., de igual estructura, cuyas
variables toman como valores rectas y puntos, con un nuevo contenido
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respecto a los anteriores referidos. En ese caso la geometria presenta una
unica estructura con variables (a Y 13) a sustituir adecuadamente. La
geomerria es esta estructura, suponiendo obviamente las reglas de susti-
tucion de las variables. Estas, por tanto, no poseen, como es obvio, una
designacion fija, es decir, valores euclfdeos ffsicos determinados (10cual
responde, de paso, a la primera pregunta).

El salta producido frente a la geometria flsica euclidea es notorio, y
esto constituye ya no un modo nuevo de construir la misma geometria,
sino una nueva manera de concebir la geometrla y sus objetos. La es-
tructura presentada, a traves de un conjunto de propiedades (axiomas
y teoremas), desplaza la idea previamente basica de propiedades de los
puntos y de las rectas.

De esta manera se cumpIe un cambio acerca de 10 sus tancia1 en la
geometria. Este cambio se ha atribuidotradicionalmente a momentos
posteriores y distintos a1 de la geometrla proyectiva. Sin embargo, no
cabe duda alguna que ya en esta aparece, en Ia forma de presentarse los
sistemas deductivos, un salto radical, y no s610un perfeccionamiento mas,
o un desarrollo de formas geometricas preexistentes. Por ello, insistimos,
la presentacion dual expresa, hace expHcito, un modo radicalmente dis-
tin to de encarar las propiedades geometricas. Con la especificidad intro-
ducida por la dualidad se trata pues de algo mds que del mere descubri-
miento de tedremas en una rama nueva de Ia geometrta.

Una somera comparaci6n con el caso de la geometria analitica antes
referido muestra notorias diferencias, dentro de una linea de desarrollo
que nos interesara indicar luego.

En el caso anterior el lenguaje -geometricamente- habia cambiado,
pasando a llamarse 'pun to' un par ordenado de numeros reales y 'recta'
una ecuaci6n de determinado tipo. Pero la separaci6n entre los dos tipos
de entes se mantenia, mas alla del hecho de· que ciertas propiedades de
numeros y ecuaciones "reflejasen" propiedades de puntos y rectas estric-
tamente euclideos. Por otra parte, la fisicidad de la geometria anaHtica,
por 10 menos en sus formas primitivas, la enlazaba con su predecesora
euclidea. Por el contrario, las caracterfsticas sefialadas de la geometria
proyectiva hacen ya de ella una geometria "no-euclidea", aunque en un
sentido muy especial de la palabra. Teniendo en cuenta la posicion de
Frege 12 frente a la concepcion hilbertiana de la geometria "euclidea",
no es inutil sefialar el paso nada desdefiable ya cumplido por la geome-
tria proyectiva en la concepci6n misma de la geometria, y aun de Ia
matematica y de los sistemas deductivos en general. Ese paso es s610uno
de los posibles, y de los efectivamente realizados mas 'tarde, en ese sen-

12 La polemica sostenida entre Frege y Hilbert es especialmente iluminadora a este
respecto.
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tido. Solo que posee, por el momento en que fue dado, una significacion
historica particularmente sefialable. Por ello, habia que sefialar este hito.
Dejarlo de lado, pasando en forma excesivamente rapida y ligera a con-
siderar otros momentos, serfa desconocer una verdadera revolucion cien-
tifica; error indudable, a nuestro modo de ver, pero casi invariable en la
literatura.
5. Si el principio de dualidad tiene los efectos referidos, el desarrollo
global de 1a geometrfa proyectiva posee nuevos caracteres propios que es
necesario sefialar antes de dar un paso mas.

No basta con los aspectos resefiados 0 aludidos en 3.1. Se trataba alIi
de algunos de los elementos que constituyeron a la geometria proyectiva
como disciplina aut6noma y distinta a las anteriormente existentes. Fren-
te al auge avasallador de la geometria analftica se vivio una reaccion de
la geometria sintetica que pareda de algun modo agotada en ese momen-
to y restringida a procedimientos de corto alcance comparados con los
anallticos, Sin embargo, no solo el princi~, ide dualidad sino algunos
metodos introducdos en geometria permitieson una "cosecha" enorme
de teoremas y especialmente ciertos encadenamientos especiales que die-
ron perfil a la disciplina. Eso no quiere decir que no existieran gentes
como Gergonne 0 como Plucker que usaran metodos analfticos para tra-
tar "la materia" de la geometrla proyectiva. Ello Iue fructifero dentro de
esta, Tampoco quiere decir solamente que gentes como Steiner no recha-
zaran vivamente esos metodos analiticos reivindicando una geometria
pura, estrictamente sintetica. Quiere decir mas bien que con unos u otros
procedimientos se tendi6 a constituir una disciplina diferente a la geo-
metria analitica por su "objeto" y por sus metodos, En ello no vamos
a entrar aquf,

Pero hemos de sefialar un rasgo importante. La geometria proyectiva
original pretende ser una geometria no metrica, una ciencia de las pro-
piedades proyectivas de las figuras. Sin embargo, el desprendimiento de
las nociones de congruencia no se efectu6 en un principio de manera
radical y por el contrario las relaciones anarmonicas suponian definicio-
nes en base a congruencia que luego se "reabsorbian" en el resto de la
construccion. Las tendencias puristas a que hemos hecho referencia,
la tendencia a una geometria estrictamente sintetica, llevaron a von
Staudt a definir geometricamente -con elementos exclusivamente pro-
vectivos=- dichas relaciones anarmonicas. Ya no se establecieron como
relaciones de proporcionalidad entre segmentos medidos -la medida
debia ser exclufda-c- sino que von Staudt gener6 un modo de construe-
ci6n exclusivamente no-metrico para definir aquellas relaciones. La
tendencia purista lleva asimismo a este autor a la construcci6n de un
cuerpo "axiomatico" para la geometria proyectiva en un momento en
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que las axiomaticas eran inexistentes en sentido moderno. A tal punto
la geometria proyectiva exigia una construccion de ese tipo, por los pro-
blemas que planteaba -y que luego plantearon agudamente las geome-
trias no-eucIidianas (por ej. consistencia)-, que M. Pasch.w autor de
la "primera" axiomatica moderna, la construye a los efectos de presentar
justamente a la geometrfa proyectiva de un modo adecuado. La construe-
cion correspondiente para la geometria euclldea -debida a Hilbert
(1899)- resulta un paso muy posterior frente a los intentos de von
Staudt para la geometria proyectiva y al sistema axiomatico de M. Pasch
para esta misma rama de las matematicas.

El contenido nuevo de la geometria proyectiva (3.1) se vio complemen-
tado pues por una tendencia al rigor, a la presentacion axiomatica, que
luego permearia el total de las matematicas y que ya se iba insinuando
tambien en otras de sus ramas.

Conjuntamente habrta que considerar la obra de Cayley, culminada
luego por S. Lie y por Kl~, en un sentido ya indicado; el tema, muy
significativo para la matematica moderna, y producido justamente a par-
tir de la geometria proyectiva Ilevo a la idea de geometrfa abstracta, de
geometrias equivalentes y de geometrfas subordinadas, pero esta es, aun-
que muy vinculada, otra historia. El hecho esencial a retener es la fun-
cion cumplida por la geometrfa proyectiva en este proceso (ello se refleja
ademas sin duda en el tratamiento posterior de Hilbert para la geometrfa
eucHdea y conexas].

5.1 Los dos aspectos indicados en 3.1 y 5 de la geometria proyectiva,
es decir, construccion efectiva y pasos hacia un rigor entonces inusual,
muestran -por mas que sedan necesarios algunos elementos historicos
mas para probarlo acabadamente- que en la geometria proyectiva exis-
te desde los aiios veinte del siglo XIX, en forma continuada, una comuni-
dad de investigacion, una tradicion cientifica, un conjunto de problemas
y un desarrollo tales que la configuran como una discipiina en marcha.
A los efectos comparativos etso basta (cf. 6).

Hasta el memento, hemos insistido en tres puntos, elsentido novisimo
del principio de dualidad, los elementos que hacen de la geometria pro-
yectiva en su conjunto un sistema especialmente interesante en la trans-
formacion de las matematicas en el siglo XIX, y el caracter progresivamen-
te constructivo de los resultados del trabajo de una comunidad cientifica
integrada y especialmente activa,

Veamos ahora como comparar ese desarrollo con otros en gran medida
convergentes.

13 Torretti, R., PhilosoPhy of Geometry from Riemann to Poincare, Dordrecht,
Reidel, 1978.
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6. La geometria proyectiva y las geometrlas no euclidianas 14 tuvieron
un desarrollo independiente entre sf. en un primer, largo periodo. En
5.1 sefialamos la continuidad de trabajo que se dio en la primera.
En cambio las geometrias no-euclideas tuvieron un proceso de difusion
totalmente distinto. No hubo en sus comienzos una comunidad de in-
vestigacion integrada, por mas que los trabajos de Bolyai y Lobatchevsky
ya constitufan presentaciones de algun modo acabadas de sus tenias. Los
trabajos de esos autores son de 1832 y 1829 respectivamente, el de Rie-
mann de 185415 Yel de Beltrami de 1868.Debieron pasar cuarenta aiios
practicamente para que se trabajara coordinadamente en geometrias no-
euclideas y para que se gestara una comunidad de investigaci6n. No en-
tro en los detalles, que aparecen bien estudiados en la literatura.

Es decir que, mas alla de los contenidos a que hemos hecho referencia,
la constituci6n de comunidades de investigaci6n en los dos casos es total-
mente distinta. Cuando Ia geometrfa proyectiva poseia signos inconfun-
dibles de madurez, de integracion con otras ramas de la matematica y de
efectos sobre el conjunto de la investigaci6n maternatica, las geometrias
no-euclfdeas estaban todavia sujetas a un dificil proceso de difusion y
para nada integradas del mismo modo.

Por ella puede afirmarse que los ejectos matemdticos de uno y otro
campo de estudio tenian que ser muy distintos. Y hasta podria decirse,
par via de hipotesis, que, ademas, 10 esencial del aporte de la geometric
proyectiva [ue oscurecido por los efectos filosoficos de las geometrlas no-
euclldeas -efectos positivos y negativos de resistencias- en momentos
posteriores, momentos que otros factores adicionales hicieron propicios
para ello.

7. Frente a la opini6n corrientemente sostenida de que la gran trans-
forrnacion de la geometrla en el siglo XIX tuvo lugar con la introduccion
de las geometrias no-euclidianas y solo secundariamente en relacion con
otros desarrollos, y que la geometria en su sentido abstracto se produjo
en base a aquellas, se sostiene pues en el presente trabajo que la geome-
tria proyectiva cumplio un papel especifico importante y no reconocido.

En primer lugar,
I) Las geometrias no-euclidianas se desarrollan diferidamente a partir

de Lobatchevski y de Bolyai -a su vez separados entre s1- no contando,
para la generacion de la tradicion cientifica, los vislumbres que tuvieron

14 Para la interpretaci6n supuesta acerca de las geometrias no eucHdeas nos remi-
timos a un trabajo anterior, "Algunas observaciones acerca del debilitamiento de la
geometrIa ffsica", Dianoia, 1980, del que por otra parte se han retomado antes algu-
nos trozos que son necesarios para la comprensi6n del resto.

15 Aunque el trabajo de Riemann es de esta fecha fue publicado recien en 1867;
por otra parte la conferencia fue dada originalmente ante un grupo muy reducido de
auditores.
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lugar con anterioridad, por mas que hoy ellos puedan ser considerados
como antecedentes legftimos.

2) Las geometrtas asi introducidas no se constituyen inmediatamente
en campo de trabajo ni en tema de tradici6n cientifica con una elabora-
cion mas 0 menos continuada. Por el contrario han de transcurrir nada
menos que cuatro decenios antes de que tal tradicion se constituya, de
modo que los trabajos tanto de Bolyai como de Lobatchevski, como al-
guno fundamental de los posteriores de Riemann. aparecen como hitos
aislados. La falta de difusi6n -debida muy probablemente al caracrer
marginal de los centros universitarios en que se producen- Budapest y
Kazan respectivamente, para los primeros, se constituye en factor central
que determina el caracter aislado de los descubrimientos y Ia falta de
consecuencias inmediatas de los mismos.

En segundo lugar,
3) Aunque la geometria proyectiva se constituya como disciplina auto-

noma en los mismos aiios veinte que las geometrfas no euclidianas, los
trabajos anteriores -aun con las anomalfas en la difusion de la obra de
Desargues -son una base importante para el tratado de Poncelet y. de
cualquier modo. este no se situa como obra aislada sino que es inmedia-
tamente seguido por un trabajo normal en la disciplina. Hemos referido
tanto para la geometrfa proyectiva misma -en que se sima el caracter
disciplinario--, como para el principio de dualidad -que constituye un
ejemplo de los aportes donde se situa la novedad respecto a las geome-
trias no-fisicas--, algunos elementos hist6ricos. ElIos nos permiten afir-
mar esa continuidad de trabajo de una comunidad cientifica especializa-
da. Permiten asimismo -sin necesidad de repetir una historia completa
de la disciplina- ver cuales son los aportes dentro de esa continuidad de
trabajo.

4) Hemos distinguido tres period os en la historia de la geometria pro-
yectiva anterior a Klein. dos de los cuales -los ultimos.L poseen carac-
terfsticas diversas pero sin solucion de continuidad. Uno en que se tra-
baja en los temas mismos de la geometria proyectiva -sea en su version
sintetica como en sus versiones algebricas 0 "mixtas" - y otro en que.
ademas, se introducen en geometria proyectiva elementos de otras disci-
plinas matematicas, Son dos form as de trabajo en que se expresa, como
dijimos, una misma continuidad y unificaci6n de intereses y temas.

En tercer lugar,
5) El cambio fundamental que se produce en la geometrla, a traves

de la geometria proyectiva, y en especial a traves del principio de duali-
dad. agregado a la continuidad referida y a la constitucion temprana de
una comunidad de investigacion, hace que podamos afirmar -sin ex-
cluir el aporte para nada indudable de las geometrias no-euclidianas-
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que la geometria proyectiva por sf misma produce un mornento, 0 qui-
zas un periodo, de giro en la manera de hacer geometria y en la concep-
ci6n misma de esta que debe ser reconocido en toda su amplitud y en
sus consecuencias, comparativamente tempranas. En este sentido quere-
mos contribuir a fechar 0 a acotar fundadamente el momento en que se
produce la transformacion hacia las matematicas modernas, tema de in-
dudable importancia y sobre el que apenas se ha dicho algo, permane-
ciendo situado en un periodo inadecuadamente demasiado prolongado.
En Hilbert el cambio esta concluido y asumido, ,d6nde se podria situar
con una indeterminaci6n algo menor en las cotas?




