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1. Introduccion

Las mediciones preparatorias son aquellas a partir de las cuales es
posible conduir, con base en el result ado obtenido, que el sistema
se halla (inrnediatamente despues de la medici6n) en un estado-
propio del valor-propio que corresponde a dicho resultado. Las me-
diciones preparatorias son, antes que nada, procesos experimenta-
les que seleccionan una colectividad a la cual es posible asignar un
estado cuantico (estadistico). En el caso de las interpretaciones es-
tadisticas del vector de estado, la asignacion de un estado cuantico
a (sub )colectividades seleccionadas por procedimientos experimen-
tales, es fundamental. Pero, si negamos la existencia de variables
ocultas, deberia ser posible interpretar las mediciones preparatorias
en funcion de las transforrnaciones del estado individual. Esto puede
hacerse posible si se considera a estas mediciones como transforrna-
ciones de una medicion idealizada que satisfaga la llamada condici6n
de primer tipo: la repeticion inmediata de una misma medicion da
el mismo resultado que el de la primera medicion. Aqui supondre-
mos (para evitar mayores complicaciones) que esta idealizacion esta
fuera de controversia. Mas atin , supondremos que es posible repre-
sentar toda medicion como una medicion de primer tipo; asf pues, en
este estudio, toda "medicion" sera siempre una "medicion de primer
tipo" .

Von Neumann (1955) sostenia que, en el caso de las mediciones
de magnitudes maximas (i. e., magnitudes sin ningiin valor-propio
degenerado), el estado final se obtiene por el estado- propio (unico)

* Este articulo se compone, en su mayoria, de material extraido de mi diser-
tacion (Martinez (1987)), dirigida por Linda Wessels y Geoffrey Hellman. Aparece
tambien en Synthese, Vol. 82, mim. 1, enero de 1990, con el titulo "The Physi-
cal Content of Luder's Rule". ©1990 Kluwer Academic Publishers. Traduccion
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del valor-propio que represent a al resultado de la medici6n. Esta
es la regla de proyecci6n de Von Neumann para la asignacion de
un est ado final al efectuar una medici6n (maxima). En el caso de
las mediciones de primer tipo, la regla se desprende directamente
del supuesto basico de la mecanica cuantica, segiin el cual si un
sistema tiene con certeza (con probabilidad de uno) un cierto valor-
propio, entonces el sistema se halla en un estado-propio de dieho
valor- propio.

Von Neumann sugiri6 (en 1955) que las mediciones no-rnaximas
fueran consideradas como mediciones maximas con menos de la in-
formaci6n total de (la naturaleza de) la medici6n. Para Von Neu-
mann, una medici6n no-maxima es una medici6n maxima disfra-
zada. Asi pues, la regla de Von Neumann, aplicada a medici ones
no-rnaximas, seleccionaria el estado final posterior ala medici6n con
base en la magnitud maxima implicitamente medida. Al parecer , fue
Luders (en 1951) el primero en plantear la necesidad de un principio
que, en mecanica cuantica, describiera las mediciones no-rnaximas
reales: aquellas mediciones que, segtin es de suponer, se efectiian
independientemente de la medici6n de una magnitud maxima.

Como mostrare en la proxima secci6n, Luders intent6 justificar la
regla que proponia, interpretandola como una regla que describe un
cambio del estado estadfstico a partir de la medici6n, y que genera-
liza el proceso de preparacion del estado, En efecto, de esta manera
la regla de proyecci6n de Luders encuentra una solida justificacion ,
Pero aiin queda pendiente un punta muy importante que es el origen
de un prolongado debate respecto del postulado de proyecci6n: el
problema de c6mo definir el proceso ffsieo que la regla de Luders pre-
tende describir como transformacion de sistemas individuales. Para
poder definir la regla de Luders como una regla que describe una
clase de transforrnaciones de un est ado individual, ffsicamente dife-
renciables, debemos saber que son estas transformaciones y c6mo es
que se producen ffsicamente, Quiero mostrar en este trabajo que, aun
cuando se hallan en la literatura ciertas derivaciones que sugieren,
o dicen proporcionar, las bases necesarias para una interpretaci6n
de Ia regla de Luders como descripci6n de transformaciones de un
estado individual, dichas afirrnaciones no llegan a ser precisas. Al
parecer, parten en su esencia de una confusi6n entre dos problemas
diferentes de justificaci6n: el problema de justificar la regla de Lu-
ders como principio estadfstico, y el de justificarla como descripci6n
de las transformaciones de una medici6n individual.

2. Modificacion de Luders a Laformula de Von Neumann

La medici6n prep aratoria de la magnitud R, con un valor-propio



CONTENIDO FISICO DE LA REGLA DE LUDERS 143
{Tk} Y una descomposici6n espectral R = Lk TkPk, en 1enguaje de
colectividades, se representa por la siguiente co1ectividad:

(2.1) Z' = Lk WkZk

en donde Z describe ala subcolectividad de aquellos sistemas fisicos
para los cuales se obtiene e1valor-propio Tk.

En e1 caso de magnitudes maximas, la formula (2.1) proporcio-
naria una descripci6n completa del cambio de estado tras una me-
dicion de R. Sin embargo, en el caso de magnitudes no-maximas,
la formula (2.1) result a ambigua, ya que, para un valor-propio de-
generado [degenerate], no existe un tinico vector-propio sino una in-
finidad de vectores-propios que satisfacen (2.1). Von Neumann (en
1955) sugeria que, en este caso, el estado del sistema. despues de la
medici6n fuera descrito como una mezcla de los estados-propios en
el espacio-propio del result ado de la medici6n.

Luders presento dos objeciones al analisis de Von Neumann de las
mediciones no-maximas:

a) La medici6n de una magnitud altamente degenerada s610 per-
mite hacer afirmaciones relativamente debiles sobre la colecti-
vidad en cuesti6n. El cambio de estado correspondiente tendria
que ser, por 10 tanto, proporcionalmente pequefio, pero es pre-
cisamente este el caso para el cual la proposici6n de Von Neu-
mann proporciona una colectividad muy compleja.

b) Cabria esperar que, al igual que en la f6rmula (2.1) para el
calculo del result ado de la medici6n, tambien el cambio de es-
tado dependiera solamente de Z y Tk (y R). Y especialmente
.que e1 cambio de estado por medici6n de R, con result ado Tk
fuera tal que, siendo puro el estado inicial, tambien el est ado
final fuera puro.

Para poder ver el acierto de la primera objeci6n de Luders, considere-
mos el caso extremo de una medici6n del operador unitario (de iden-
tidad). En este caso, todos los vectores son estados-propios del valor-
propio 1. La proposici6n de Von Neumann nos llevaria a asignar
como est ado final una mezcla en la cual, a todos los vectores les fuera
asignado e1 mismo peso. Pero resulta obvio que, en este caso, no se
esperaria que hubiera cambio alguno en el estado inicial del sistema.

Luders no intent6 obtener explicitamente una derivaci6n de su re-
gIa. En lugar de ello, afirm6 que, aplicando su regla de proyecci6n
generallzada (regia de Luders), la conmutatividad de los operadores
que represent an a ciertas observables es equivalente ala compatibi-
lidad de dichas observables. Ala demostraci6n de esta equivalencia
le llamaremos teorema de fa compatibilidad. Von Neumann trat6 de
demostrar el teorema de compatibilidad y conmutatividad (ver Von
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Neumann (1955)) utilizando una cuestionable definicion de compa-
tibilidad de las observables para la cual era necesario aceptar una
suposicion dudosa (ver seccion 6, mas adelante). Luders, por el con-
trario, dio una definicion de compatibilidad totalmente abstracta,
en funcion de colectividades [ensembles] y seleccion de subcolectivi-
dades [subensembles]. Con base en esto pudo demostrar el teorema
de la compatibilidad dentro del marco puramente estadfstico de la
teoria. Antes de evaluar la importancia del teorema de Luders, em-
pezare por esbozar su analisis de la compatibilidad.
2.2 Definicion (de Luders): En una colectividad, se mide una magni-
tud R y se selecciona la subcolectividad que corresponde a un valor
de medicion r particular. Inmediatamente despues (de tal suerte
que se pueda hacer caso omiso del cambio debido a la evolucion
din arnica), se mide la magnitud S de esta subcolectividad y se se-
lecciona la subcolectividad que corresponde al valor medido. Se dice
que las mediciones de R y S son mutuamente compatibles si una me-
dicion subsecuente de R (en la segunda colectividad) da el result ado
r con certeza.
2.3 Definicion (de Luders): Dos mediciones de R y S son mutua-
mente compatibles si al intercalar la medicion de R (entre dos me-
diciones de S), sin seleccion de una subcolectividad, no se altera el
result ado de la medicion de S.

Las anteriores definiciones caracterizan los conceptos de compa-
tibilidad para magnitudes, con y sin seleccion de subcolectividades
(Luders (1951), p. 323). Dos magnitudes R y S son mutuamente
compatibles (0 no-interferentes) si existen mediciones de R y S mu-
tuamente compatibles. Observese que estas definiciones de compa-
tibilidad se aplican, antes que nada, a mediciones (preparatorias)
definidas estadisticamente. Pero en tanto que la primera definicion
se formula en un lenguaje puramente estadistico de colectividades y
seleccion de subcolectividades, la formulacion de la segunda es mas
neutra y se presta (contrariamente ala primera), al menos en prin-
cipio, para definir la compatibilidad en una interpretacion de est ado
individual. Llamare "eompatibilidad-L" a la definicion que haee Lu-
ders de la relacion de compatibilidad. Cuando se requiera una refe-
rencia precisa a una de las dos definiciones de compatibilidad, hare
la distincion entre "compatibilidad-Lj " y "compatibilidad-L,".

Basandose en las dos objeciones antes presentadas, Luders sos-
tenia que la regla de Von Neumann debfa ser remplazada por las
siguientes formulas:

1. Si se mide la magnitud R de una eolectividad inicialmente en
est ado Z, y se obtiene el resultado r, entonces, despues de la
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medicion, el estado de la subcolectividad correspondiente, re-
present ado por P, sera:

(2.4) Z' = PkZPk

2. Al repetir la medicion, el estado de la colectividad (original) en
su totalidad, sera:

(2.5) Z' = Lk PkZPk
Es facil comprobar que Z' satisface los requisitos matematicos de-
seados.

De aquf se desprende el teorema principal de Luders:

2.6 Teorema (de Luders): Si, despues de la medicion (sin seleccion)
de una colectividad en un estado Z, se obtiene el estado final por
la regIa de Luders (formula (2.5.)), entonces las observables R y S
seran (L2)-compatibles si y solo si los operadores que represent an a
R y S conmutan.

La demostracion de este teorema se puede hallar en Luders (1951).
El teorema de Luders represent a el micleo de su justificacion de

la formula que este propone. Su teorema muestra que, aceptando
que su formula describe el estado posterior a la medicion, se puede
precisar el significado ffsico de la relaci6n de compatibilidad, en
funci6n de la existencia de mediciones no-interferentes (interpret a-
das estadisticamente). Al problema de justificar el motivo por el
cual se ha escogido la regla de Luders entre todas aquellas posibles
reglas que seleccionan un estado puro despues de la medici6n de un
estado puro, el teorema de Luders ofrece una s6lida justificaci6n. No
es diflcil comprobar que tomando cualquier otra regla de proyecci6n
que no sea la de Luders, la compatibilidad-L no sera equivalente ala
conmutatividad. Existe la posibilidad de que una modificaci6n arti-
ficial de la relaci6n de compatibilidad permitiera una prueba del teo-
rema de Luders pero, incluso esta rebuscada posibilidad es tomada
en cuenta por una derivaci6n de la regia de Luders que sera vista
posteriormente. El problema de justijicaci6n antes rejerido, el pro-
blema para el cual el teorema de Luders proporciona una respuesta
convincente, es el de encontrar "la regia" que seleccione los datos
estadisticos "correctos" para la repetida medici6n de una magnitud
[despues de una medici6n no maxima). Una justificacion adicional y
mas elaborada se obtendra de diversas derivaciones que veremos mas
adelante. Se mostrara que la regla de Luders se desprende de cierto
principio basico de "cambio minimo" 0 "no-interferencia". Este pro-
blema, sin embargo, se debe distinguir del problema de interpreter la
regIa de Luders como descripci6n del proceso de medici6n individual.
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Es posible que no exista ningiin proceso ffsico subyacente que
pueda ser interpretado como instancia de una medicion individual, 10
cual pondrfa en una posicion muy desventajosa a aquellos que creen
en una interpretacion de estado individual. Cuando menos, deberfa
ser posible considerar la regla de Luders como una descripcion de
procesos individuales. En otro lugar (en 1987) argiii que, una vez
que se abandona un presupuesto importante de las interpretaciones
de estado individual (aquella que dice que un estado individual se
representa por el conjunto de propiedades a las cuales cierto vector
de estado asigna probabilidad uno), es posible dar una interpretacion
clara y precisa de la regla de Luders. Pero el primer paso consiste
en separar los diferentes problemas.

Se pueden distinguir dos tipos de derivaciones. Por una parte,
aquellas que incluyen total y cabalmente la estructura del espacio
de Hilbert dentro de ese presupuesto -sea este el que fuere- que
es considerado necesario para una derivacion de la regla de Luders
que conlleve la interpretacion semantica deseada. Por otra parte, se
puede hablar de aquellas derivaciones que no incluyen la estructura
del espacio de Hilbert como un todo dentro de sus premisas, y que
tratan de obtener una derivacion de la regIa a partir de principios
individualmente motivados.

La motivacion para esta distincion es la siguiente: dado que la
estructura del espacio de Hilbert proporciona una formulacion in-
controvertible de la estructura estadistica de una teoria, resulta sen-
cillo dar una interpretacion puramente estadistica de la regla de
Luders, con base en derivaciones en las cuales, desde un principio,
se acepta dicha estructura. Tales interpretaciones estadfsticas no re-
quieren que se de el supuesto de que la regla de Luders describa un
proceso de medicion individual. As! pues, si se desea justificar una
interpretacion de est ado individual, no es posible aceptar indiscrimi-
nadamente la estructura del espacio de Hilbert como una totalidad.
Para justificar las interpretaciones de estado individual de la regla
de Luders es preciso, segiin parece, utilizar principios que se puedan
justificar como principios fundamentales que describen la conducta
de sistemas individuales. Es decir, una interpretacion de estado in-
dividual de la regla de Luders requiere una derivacion a partir de
principios que sean semanticamente relevantes para los estados y
procesos de sistemas individuales.

Debe subrayarse que la diferenciacion antes mencionada, entre
interpretacion estadfstica e interpretacion de est ado individual se
refiere a la interpretacion ffsica de la regla de Luders. El punta en
cuestion es justificar el contenido fisico que se atribuye a la regia,
cualquiera que esta sea, mediante la justificacion de la interpretacion
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semantica de los principios de los cuales se deriva. Dado que, por 10
general, no se hacen estas distinciones, las afirmaciones con respecto
a los diferentes problemas de la justificacion, por regla general, se
confunden.

3. Derivaciones de la regia de Luders

La pregunta con respecto a si es posible derivar la regla de Luders
en mecanica cuantica es muy antigua, y con frecuencia se piensa que
constituye el micleo del debate en torno al postulado de proyecci6n.
Frecuentemente se dan esbozos 0 sugerencias de derivaciones puta-
tivas, pero faltan los detalles (y a menudo no solo los detalles) de
las mismas. Con mas frecuencia, la regla de Luders solo se plantea
como una "idealizaci6n conveniente". Jauch (en 1968), por ejemplo,
sugiere el uso de la regIa al observar que, para proyecciones P con
rango unidimensional y un estado (represent ado por el operador) Z,
PZP = (TrZP)P. Asf pues, despues de una medici6n preparatoria,
el estado que describe al sistema se obtiene por Z' = 2:k PkZ Pk, para
cualquier proyecci6n unidimensional Pk, en donde R = 2:k rkPk es
la descomposici6n espectral de una magnitud R, con valores-propios
rk. Ahora bien, Jauch dice:

Resulta, pues, eonveniente introdueir el eoneepto de mediei6n ideal que
s610 afecta minimamente al estado, y para el eual el estado despues de
la mediei6n sigue siendo dado por la f6rmula [Z' = 2:1: PI:ZPI:], pero sin
el requisito de que los operadores de proyeeei6n sean unidimensionales.

Esta sugerencia no resulta muy convincente para tan controversial
principio. Sin embargo, la observacion de Jauch parece proponer
una derivacion, si observamos que hace explfcita una analogfa formal
entre la descripci6n que ofrece la regla de Luders y la descripcion de
las mediciones preparatorias. De dicha analogfa saca provecho, por
ejemplo, la derivacion de Herbut que veremos mas adelante (secci6n
3.7).

Podemos distinguir dos tipos de derivaciones dependiendo de la
descripci6n implfcita que estas ofrecen del proceso de medici6n. El
primer tipo de derivaciones se formula en lenguaje de operadores
estadfsticos y selecci6n de subcolectividades. EI segundo tipo de de-
rivaciones utiliza, para describir la medici6n, ellenguaje de valores-
propios 0 "valores definidos" , en lugar del de selecci6n de subcolecti-
vidades. No existe, por supuesto, una diferencia tajante entre 10 que
llamamos derivaciones "estadfsticas" y "de valor definido". Una de-
rivacion puede utilizar un lenguaje en el que se mezclen operadores
estadfsticos y "valores definidos". Pero, como veremos, es preferible
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trazar la distincion para hacer una clasificacion preliminar de las
derivaciones disponibles. Las derivaciones de valor definido hacen
pensar en el tipo de interpretacion de la regla de Luders que, de jus-
tificarse, nos proporcionarfan (al menos en principio) una derivacion
de estado individual de dicha regIa. A continuacion presento varias
derivaciones de la regla de Luders, destacando los presupuestos que
cada una de ellas incluye.

Al parecer, Luders compartia con Von Neumann la idea de que
10 que el ofrecia era un principio basico sobre la medicion, necesa-
rio como postulado indispensable para la interpretacion de la teoria.
Parecia conforme con que su principio se formulara dentro del marco
estadfstico de la teoria, y con la justificacion de su propuesta a partir
de las consecuencias derivadas de ella con relacion a la interpretacion
de la estructura matematica de los espacios de Hilbert. Pero es facil
comprobar que los resultados form ales de Luders que se presentan
(en 1951) pueden ser utilizados (como 10 muestra el siguiente teo-
rema) para generar una derivacion de la regla de proyeccion , en el
marco de la teoria de los espacios de Hilbert, bajo un postulado muy
plausible acerca de la compatibilidad.

3.4 Teorema (inverso de Luders): Para medici ones preparatorias, si
se admite que siempre que conmuten dos operadores, las magnitudes
correspondientes seran L-compatibles, entonces la regla de Luders
describe el cambio de estado debido a una medicion.

La demostracion del teorema utiliza el siguiente sencillo result ado
. de la teoria de operadores:

3.5 Lema: Sean P y Q dos operadores que conmutan. Supongase
P = L:n r; entonces Q = L:n PnQPn.

De aqui se desprende la demostracion del inverso de Luders:

Supongase que P y Q son dos ma.gnitudes que conmutan, y que
el esta.do inicial es Z, entonces, despues de la medicion de P:

TrZ'Q = TrZQ

ya que P y Q son L-compatibles.
Ahara bien,

Tr ZQ = TrZ(L:PnQPn) por ellema 3.5
n

= Tr Q(L:PnZPn) por propiedades de traza
n

asi pues,
TrZ'Q = Tr(L:PnZPn)Q

n
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dado que Q es arbitraria (ver Von Neumann (1955), p. 188),

Q.E.D.

Esta ultima demostraci6n se halla implicita en Furry (1965).
De manera similar a Luders, Herbut (1969) sostenia que, si se con-

sidera la medici6n de una magnitud no-maxima R en la forma en que
Von Neumann 10 hace, es decir, como la medici6n implicita de una
magnitud maxima M, se hara, generalmente, una sobre-medici6n de
R, en el senti do de que al medir M se obtendran , por 10 general,
subcolectividades mas finas que las que se esperarfa obtener de una
medicion R. Herbut afirrnaba que 10 que se necesita es desarrollar la
idea de la "medici6n minima de una observable". Para cualesquiera
operadores R y S que pertenezcan al espacio de Hilbert operador,
existe un concepto iinico de distancia definido por:

1
(3.6) d(R, S) = IIR - SII = (R - S, R - S)"1

Herbut utiliz6 esta metrica para expresar en una forma matematica
precisa la idea de la medici6n (preparatoria) minima de una obser-
vable R: la medici6n minima de una observable R debe transformar
un estado cuantico arbitrario Z en un estado Z' que, en est a metrica,
se halle tan cerca de Z como sea posible. Es este el contenido del
primer teorema de Herbut.

3.7 Primer teorema de Herbut: En las mediciones preparatorias,
si el cambio de estado debido a una medici6n es mfnimo en la
metrica del espacio de Hilbert operador (como se defini6 anterior-
mente, p. 144), entonces Z' se obtiene por la regla de Luders, esto
es Z' = Ln PnZPn.

Para la demostraci6n, ver Herbut (1969).1
En (1974) Herbut presenta una derivaci6n de la regia de Luders

diferente. De acuerdo con Herbut, se puede decir que la regla de Lu-
ders describe mediciones de minima perturbaci6n mediante el con-
cepto (de Dirac) de "observable completa". Dada una observable
no-maxima R, se puede formar una secuencia de observables compa-
tibles R, S, ... , para obtener un conjunto completo. La medici6n de
esta secuencia de observables genera una secuencia correspondiente
de valores-propios (valores definidos) T, s, ... , que permite llegar a

1 Quiza. serfa conveniente subrayar que una version abstracta del result ado
de Herbut se desprende directamente del hecho, bien conocido, de que la regla de
Luders es una version de la expectativa condicional en los espacios de Hilbert, y
que est a es el mejor medio para calcular la condicional del estado final a partir
(de la informacion) del result ado de la medicion.
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un estado puro; para esta acumulacion de valores definidos es in-
dispensable que "cada medicion conserve los antes obtenidos por el
sistema, en el curso de las mediciones anteriores de las observables
compatibles" (Herbut (1974), p. 196). Asi pues, afirma, debemos
imponer el siguiente requisito a las mediciones preparatorias:

Requisite 1/: Si un sistema fisico en est ado Z tiene el valor definido
d de una observable D, y si est a observable es compatible con la
observable medida R, entonces, sea cual fuere el result ado r obtenido
de la observable medida R, los sistemas N que hayan producido este
resultado deben encontrarse en un estado Z en el que se conserva el
valor definido d de D.

Con este requisito Herbut demuestra el siguiente teorema:

3.8 Segundo teorema de Herbut

A. Si la medicion preparatoria de una observable R (con descom- r

posicion espectral R = En rnPn) satisface el requisito H, en-
tonces, un est ado arbitrario Z cambiara al estado Z' que se
obtiene por la regla de Luders.

B. Si TrZPn ~ 0 supone la regla de Luders para el cambio de
estado debido a una medicion, entonces el requisito H es valido.

Observese que el requisito H logra una formulacion mas precisa si
se admite la conmutatividad (no asf la compatibilidad) de las obser-
vables correspondientes. Esto, en particular, deja ver claramente que
el teorema B de Herbut es una reformulacion de la regla de Luders
con valores definidos. Como hace notar Herbut, su derivacion de la
regla de Luders representa una mejora a la forrnulacion del propio
Luders, dado que la clase de las observables que tienen un valor de-
finido d en el estado inicial y que son compatibles con R, es una
subclase muy restringida de la clase de las observables compatibles
con R. Pero para nosotros es aiin mas importante que el teorema de
Herbut proporciona un medio para extender la definicion de compa-
tibilidad de Luders (y su formula para el cambio de estado debido
a una medicion} a los (estados de los) sistemas individuales. Pode-
mos considerar al requisito 1/ como una reformulacion de la relacion
de compatibilidad que puede ser aplicada a sistemas individuales,
dado que es posible considerar que los valores definidos pertenecen
a cada sistema de la colectividad (correspondientes al valor dado).
La siguiente definicion de compatibilidad para magnitudes de siste-
mas individuales est a, pues, implfcita en el enfoque de Herbut: dos
magnitudes son compatibles si por medicion se conservan los valo-
res definidos. En lugar de pasar a la demostracion del teorema de
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Herbut, veremos una derivacion simplificada de la regla de Luders
que Stairs (1982) presenta, A diferencia de Herbut, quien formulo
su result ado en un lenguaje mezcla de estados estadisticos y valo-
res definidos, Stairs ofrece una derivacion utilizando la definicion de
compatibilidad implfcita en el enfoque de Herbut, con una forrnu-
Iacion de la mecanica cuantica que se encuentra totalmente dentro
del marco de las interpretaciones de est ado individual. La derivaci6n
de Stairs es un paradigma de 10 que yo llamo deriva.ciones "de valor
definido" .

Derivaci6n de Stairs de la regia de Luders: Stairs define la compati-
bilidad de las magnitudes en fun cion de medici ones no-interferentes.
Dos magnitudes son compatibles si existen mediciones no-interferen-
tes de ellas. En terminos experiment ales idealizados, esto significa
que si Ql y Q2 son dos magnitudes compatibles, existen entonces
mediciones de Ql Y Q2l tales que:

(i) si estas se realizan simultaneamente, el sistema queda en un
estado-propio cormin Ql - Q2;

(ii) si estas se realizan en secuencia (Qt,Q2,Qt, ... ), los valores
medidos son estables.

Stairs define, entonces, las mediciones ide ales como aquella.s que
son no-interferentes para magnitudes compatibles. Demuestra que, si
se admite la posibilidad de que se efecttien secuencias de mediciones
en un solo sistema, y se esta de acuerdo en que las mediciones ideales
de magnitudes compatibles deben ser no-interferentes, entonces se
puede derivar la regla de Luders.

Siguiendo a Stairs, procederemos a derivar la regIa de Luders a
partir de un ejemplo. Utilizare aquf la reformulacion "escueta" de
Teller (en 1983). Sup6ngase que nuestro sistema esta representado
por un espacio tridimensional H de Hilbert. Un estado del sistema
sera entonces una combinacion lineal de una base arbitraria para H,
digamos {Ot, 02, 03}' Considerense las magnitudes (representadas
por) A = a1PQ'1 + a2PQ'2 + a3PQ'3' B = b1PQ'1 + b2(PQ'2 + PQ'3)'
Si el estado inicial del sistema es ¢> y, al medir B, obtenemos el
resultado b2, el esta.do resulta.nte deb era ser un vector-propio en el
plano 02 - 03 Ahora, considerese una magnitud D con dos valores-
propios d1 y d2, tales que el espacio-propio correspondiente a d1 es el
plano Pb2 - 0'1, Y el espacio-propio correspondiente a d2 es el plano
ortogonal. Mfdase la magnitud D, compatible con B, y sup6ngase
que el resultado es d1• EI estado, despues de la medicion , se hallara
en el plano 0'2 - 0'3. Pero, bajo el supuesto de que se respetan los
valores (definidos) compatibles, este deb era tambien hallarse en el
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plano Pb2<P - at. Asi pues, el estado final debe encontrarse en la
intersecci6n de ambos planos, la cual no es sino Pb2'

Una derivaci6n 16gico-cucintica. En el marco de la 16gica cuantica, la
regla de Luders puede derivarse a traves de la relaci6n de equivalen-
cia generada par el condicional de Sasaki. Sup6ngase que el estado
inicial es a y se mide la magnitud no-maxima M, obteniendo el re-
sult ado (represent ado por la proposici6n) r. Por 10 general, habra
una infinidad de posibles transformaciones de est ado que describan
esta medici6n. Destaca, sin embargo, la transformacion de estado
descrita por la regIa de Luders, por el hecho de que, dado que a
es el estado inicial, entonces r y el est ado seleccionado por la re-
gla de Luders, L( a, r), son equivalentes bajo la siguiente relaci6n de
equivalencia:

(E) x fV y si y s610 si (x Vy) J\ (y o») = 1

en donde V represent a el condicional de Sasaki: x v y = xl.. V (x J\ y).
Para mayores detalles y exposici6n de esta derivacion, vease Fried-

man y Putnam (1978), Hellman (1981) y Stairs (1982). Friedman y
Putnam sostenian que la relaci6n de equivalencia (E) es una relaci6n
de equivalencia 16gica ya transform ada ala 16gica cuantica (generada
por el bicondicional logico-cuantico) que permite la derivacion del
postulado de proyecci6n (en "16gica cuantica real"), sin postulados
adicionales,

4. Presupuestos que contienen las derivaciones

A primera vista no resulta claro cuales son los presupuestos refe-
rentes a la relaci6n de compatibilidad que requieren tanto el se-
gundo teorema de Herbut como la derivaci6n de Stairs. Si se con-
sidera la manera en que estos describen la relaci6n de compatibi-
lidad, se podrfa pensar que el hecho de que dos magnitudes sean
compatibles implica que exist en valores definidos que deben ser
conservados durante el proceso de medici6n. Pero aceptar en este
punta una definici6n tan fuerte de la compatibilidad seria err6neo.
Recuerdese que el teorema de Luders s6lo muestra la equivalencia
entre la compatibilidad-L (aqueUa que define Luders) y la conmuta-
tividad de los operadores correspondientes, bajo la aceptaci6n de la
formula de Luders para el cambio de estado.

Sin embargo, es facil cornprobar que para el requisito H de Herbut
solamente se necesita que la conmutatividad sea condici6n suficiente
para la compatibilidad. Para observar esto, basta con remplazar, en
el requisito H, la supuesta compatibilidad de R y D, par su conmu-
tatividad, y suponer que la conmutatividad es condici6n suficiente
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para la compatibilidad. De manera similar, observese que la primera
condicion que plantea Stairs como definicion de la compatibilidad
[condicion (i)), realmente no es necesaria en su derivacion; nueva-
mente, 10 iinico que se requiere es que la conmutatividad sea con-
dicion suficiente para la mensurabilidad simultanea (10 cual se iden-
tifica implicitamente con la compatibilidad ffsica), La derivacion de
Stairs es, pues, una version del teorema inverso de Luders, en la
cual (al igual que en la segunda derivacion de Herbut), se define la
compatibilidad en funcion de la conservacion de valores definidos,

El teorema inverso de Luders, al igual que el de Stairs y que
el segundo teorema de Herbut, solo requieren presuponer que la
conmutatividad es condicion suficiente para la compatibilidad. En
tanto afirmacion que se refiere a una relacion de compatibilidad,
esto tendrfa que ser indiscutible. No seria muy logico pensar en la
posibilidad de conmutar magnitudes que no sean compatibles. Pero
la interpretacion ffsica de la regla de Luders como transformacion
de est ado que respeta los valores definidos, afirma implicitamente
mucho mas de 10 que las derivaciones pueden garantizar.

Observese que en el teorema inverso de Luders, cuando se habla
del cambio de estado debido a la medicion, se hace referencia a una
medicion que es "no-interferente". Si consideramos la regla de Lu-
ders como un algoritmo que genera el estado estadistico posterior
a la medicion, la "no-interferencia" result a claramente interpretada
en funcion de la conservacion de probabilidades relativas 0 valores
definidos (ver la exposicion de esto mas adelante), Pero, cuando el
teorema inverso de Luders es interpretado con referencia a proce-
sos individuales, no queda siquiera claro, para empezar, que es 10
que se entiende por medicion "no-interferente". Admitiendo que la
cornpatibilidad de las magnitudes implica la conmutatividad de las
correspondientes observables, tendrfamos, al menos en principio, un
concepto claro de 10 que es la no-interferencia. Pues, en este caso,
el "respetar la compatibilidad" podria significar, ni mas ni menos,
10 que establece el requisito de Herbut, a saber, que los valores de-
finidos sean conservados (como mostro Von Neumann (en 1955),
las magnitudes conmutativas tienen en cormin todos sus valores-
propios). Pero, si la relaci6n fisica de compatibilidad es mas fuerte
que la relacion de conmutatividad de las observables correspondien-
tes, entonces la idea de "respetar la compatibilidad" necesitaria ser
reformulada, dado que, en este caso, la conservaci6n de los valo-
res definidos no podria ser utilizada para describir completamente la
conservaci6n de una relaci6n fisica de compatibilidad mas fuerte que
la de compatibilidad-T. Es posible pensar en debilitar la idea de valor
definido, de tal suerte que los valores definidos' puedan tambien apa-
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recer en el caso de magnitudes no-conmutativas, pero result a muy
dificil concebir como se podrfa implementar esta idea en el marco de
las derivaciones tipo Luders.

Se podria pensar en utilizar la segunda derivacion de Herbut para
mejorar esta situacion, En efecto, como hemos visto, la derivacion de
Herbut representa una mejora en el sentido de que requiere conservar
menos informacion durante la medicion. Pero, cuando se considera
la regla de Luders como descripcion de 10 que sucede a nivel de los
procesos individuales, surgen nuevamente preguntas muy similares
ace rca de la naturaleza de la no-interferencia. La segunda derivacion
de Herbut permite una lectura alternativa de la no-interferencia
como descripcion de una secuencia de observables y de una secuen-
cia correspondiente de mediciones aproximativas a cero, en un estado
puro. Este enfoque, segtin se ve, proporciona un medio para descri-
bir una forma plausible de llegar al estado seleccionado por la regla
de Luders, mediante una serie de medici ones que satisfagan cierta
condicion de adecuacion. Pero este tipo de analisis no puede dar
una respuesta al porque una medicion iinica llega al est ado descrito
por la regla de Luders. Esta regla solo describiria el limite de una
serie (infinita) de transformaciones fisicas, no asf el result ado de una
transformacion tinica. Tampoco podrfa este analisis explicar como
es que la regla de Luders logra obtener el est ado final "correcto"
para la re-rnedicion.

Ademas, las derivaciones de valor definido deben enfrentar otro
problema. Admitamos, para poder proseguir este razonamiento, que
para cada par de magnitudes con compatibilidad-L, existe una trans-
formacion de estado individual que corresponde a la medicion no-
interferente de una de las magnitudes, tal como 10 exige la definicion
2.3. Para poder aceptar la interpretacion que sugieren las derivacio-
nes de valor definido, en tanto descripcion de transformaciones del
estado individual, seria necesario suponer que existe una transfor-
macion que es "simultaneamente" no-interferente, con respecto a
todos los pares de magnitudes compatibles relevantes. Esta es una
suposicion cuya justificacion no resulta obvia, como tampoco parece
ser, en sf misma, razonable. ;,Con base en que se puede esperar que
exista dicha transforrnacion? ;,Que podrfa hacernos pensar que, en
efecto, pudiera existir una transformacion "ideal" (no-interferente)
en el sentido en el que la requieren est as derivaciones, interpret ada
en funcion de sistemas individuales? De acuerdo con las derivacio-
nes del tipo Luders, no existe medicion subyacente alguna de una
magnitud maxima que todo 10 abarque y que permita justificar tal
idea. El que la compatibilidad fisica resultara ser una relacion mas
fuerte que (aquella representada por) la conmutatividad de las mag-
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nitudes correspondientes, solo volverfa mas apremiante este asunto.
Debemos concluir entonces que a menos que se presuponga una in-
terpretacion logico-cuantica realista, queda abierta la biisqueda de
una interpretacion de Ia regIa de Luders en funcion de transforma-
ciones del est ado individual.

La derivacion logico-cuantica "realist a" de Friedman y Putnam
afirma que el concepto de medicion ideal es puramente logico. Sin
embargo, como observa Hellman en (1981), no resulta claro cual serfa
la forma en que fuera posible representar el razonamiento condicio-
nal en logica cuantica, y el condicional de Sasaki solo proporciona
una de las muchas posibilidades que hay para lograrlo. La equiva-
Iencia (E) presupone que se postule que el condicional de Sasaki
genera una relacion privilegiada en logica cuantica. Sin embargo,
este postulado solo' puede ser justificado apelando a principios que
se hallan mas a.ila de la "10gica" de Ia estructura ortomodular. Baste
aqui observar que esta derivacion presupone la metrica del espacio
de Hilbert y, en esa medida, la derivacion result a redundante, puesto
que laoregla de Luders puede ser claramente derivada bajo este su-
puesto sin necesidad de bagajes interpretativos adicionales (como 10
muestra la primera derivacion de Herbut).

10 que Friedman y Putnam sostienen es que una interpretacion
logico-cuantica nos permite derivar la regla de Luders, en tanto que
la interpretacion copenhaguense debe aceptarla como un principio
ad hoc. Pero.el problema de justificacion de la regla de Luders al que
ellos afirman referirse es el de tratar de responsabilizar a los proce-
sos individuales por los datos estadfsticos cuanticos, de tal forma que
los datos estadfsticos puedan ser sustentados, al menos en principio,
en dichos procesos individuales. La regia de Luders es simplemente
presupuesta en el proceso, en la medida en que La 16gica cudntica
considera que la estructura estadistica refleja directamente la estruc-
iura de los sistemas (eventos) individuales. Esto se debe a-que esta
estructura estadfstica incluye la metrica del espacio de Hilbert y,
en dicha metrica la perturbacion es equivalente a la eleccion de la
condicional de Sasaki (ver Hardegree (1976». La Logica cudntica no
puede adjudicar ventaja alguna a la posibilidad de derivar la regia de
Luders en loqica cutintica. Esta derioacion no es sino una [ormu-
lacion en La teoria de reticules de un teorema maiemtitico (el primer
teorema de Herbut}, que es accesible a cualquier interpretacion.

Si 10 iinico que nos interesa son los datos estadfsticos de los re-
sultados de las mediciones, entonces la derivacion de Herbut, junto
con su interpretacion estadistica, nos proporciona una justificacion
solida a la regIa de Luders. tste es un punta importante y definiti-
vamente solucionado. El problema que resta es como interpretar, si
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esto es posible, la regla de Luders en tanto descripcion de un pro-
ceso que corresponda al cambio ocurrido en el est ado de un sistema
individual, y como justificar tal interpretacion.

El teorema inverso de Luders propone una manera de hacerlo. Se
puede considerar que el segundo teorema de Herbut y la derivacion
de Stairs son intentos por explicar esta idea, proporcionando deri-
vaciones en funcion de la acumulacion 0 conservacion de "valores
definidos". Pero 10 que yo afirmo es que estos teoremas (en tanto
derivaciones de estado individual) fallan en que, si bien la interpre-
tacion de la regla de Luders que estos intentan justificar se halla
sugerida en la interpretacion estadistica, no parece haber un funda-
mento solido, a nivel de los procesos individuales, que sustente tal
interpretacion. En particular, la interpretacion habitual da por sen-
tado algo que la derivacion no garantiza, a saber, que la relacion de
compatibilidad que respeta la regla de Luders es (como la llamare
en la siguiente seccion] la de compatibilidad-T. Como se demostrara
en la segunda parte de este articulo, esta suposicion no parece ser
justificable. Una explicacion natural de una relacion de men sura-
bilidad simultanea nos lleva, en mecanica cuantica, a una relacion
de compatibilidad ffsica que no es la relacion de compatibilidad que
presuponen las interpretaciones habituales.

Hemos visto que cada una de las distintas derivaciones de Ia re-
gla de Luders requiere de supuestos diferentes. Las derivaciones que
con mayor facilidad se explican, al admitir las interpretaciones es-
tadisticas del est ado mecanico-cuantico (paradigma de las cuales es
el primer teorema de Herbut) son mas simples y muestran que la in-
terpretacion de la metrica de los operadores ofrece una interpretacion
estadfstica de la regla de Luders. Por otra parte, las derivaciones de
valor definido plantean (y, con frecuencia, se piensa que sustentan)
la afirmacion mas contundente de que ellas proporcionan una deri-
vacion (interpretacion) ffsica de la regla de Luders, adoptando una
interpretacion de sistema individual del estado. Como he dicho, estas
derivaciones no justifican tan contundente interpretacion ffsica de la
regla de Luders. En la proxima seccion hago un analisis formal de
la relacion de compatibilidad y del concepto de idealidad, tal como
estos se hallan implicitos en las derivaciones antes presentadas. Esto
nos proporcionara un "mapa" que podra guiarnos a traves del la-
berinto de las diferentes versiones de la regla de Luders, 10 cual nos
permitira extraer conclusiones generales y hacer mas precisa nuestra
anterior exposicion. Este analisis, as! como la importancia que este
puede tener en mi estudio de la regla de Luders, me fueron sugeridos
por G. Hellman.
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5. Un atuilisis formal de la relacion de compatibilidad
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Se supone que la regia de Luders "respeta" 0 "conserva" la relaci6n
de compatibilidad. Si se considera que esto define estadisticamente
el contenido fisico de la regla de Luders (10 que, al parecer, era la
intenci6n de Luders), no tendrfa por que haber mas discusiones. Las
derivaciones antes vistas proporcionan bases firmes para sustentar
dicho enfoque. Pero el enfoque habitual sostiene que la regla de
Luders describe una clase privilegiada de transformaciones de est ado
que juega un papel fundamental en la interpretacion de Ia teoria, y
para justificar este enfoque no basta con considerar que la regIa de
Luders es una regla que describe transformaciones de estado que
respetan la compatibilidad. La discutida relaci6n de compatibilidad
debe ser interpretada fisicamente de forma tal que pueda justificarse
el hecho de que la regla de Luders conserve esta relaci6n.

Existen varias maneras alternativas para definir una relacion de
compatibilidad que satisfaga ciertos requisitos minimos. Algunas de
estas relaciones son (0 pueden ser) fisicamente relevantes para la for-
mulacion del espacio de Hilbert de la mecanica cuantica. Hardegree
sostuvo (en 1978) la importancia de una relacion de "compatibili-
dad parcial" que permitiera entender ciertos aspectos del proceso
de medici6n. Esta ultima relacion corresponde a 10 que yo llamo
compatibilidad-P (ver def. 5.1). En 10 que aquf sigue, M, son mag-
nitudes, es decir, conjuntos ortonormales de vectores-propios, A los
subespacios cerrados, generados por una magnitud Mi se les llamara
tambien Mi.

5.1 Definicion: Ml =r: M2 =def Ml es P-compatible con M2 si Ml
y M2 tienen algunos vectores-propios en cormin.

5.2 Definicion: Ml ~ M2 =def Ml es T-compatible con M2 si Ml
y M2 tienen todos los vectores-propios en cormin,

5.3 Teorema:

i) Ml~M2~Ml~M2
ii) Ml ~ M2 # u, +--;y-+ M2

La transformacion de una medici6n es una transforrnacion
T( ai, r) = aI en donde ai es (un vector-propio que representa) el
estado inicial, r es el result ado de la medicion de una magnitud
M y af es un estado-propio del result ado de la medici6n. Deci-
mos que una medicion conserva (respeta) una magnitud X si para
uX,u[ai) entonces u[al). Aqui [x) es el filtro principal generado
por el elemento (rayo) x (i.e., [x) es el conjunto {Yi x ~ y, en donde
la relaci6n ~ represent a la relacion de inclusion' entre los subespacios
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cerrados}). Esta definicion hace uso de la habitual ambigiiedad en-
tre los elementos de un espacio de Hilbert y los subespacios (rayos)
unidimensionales generados.

5.4 Definicion: Una medici on de M en un sistema en estado ai
es P-ideal si conserva todas las X, tal que X es una magnitud P-
compatible con M.

5.5 Definicion: Una medicion de M en un sistema en est ado ai
es T-ideal si conserva todas las X, tal que X es una magnitud T-
compatible con M.

La idealidad- Pyla idealidad- T son casos especiales de una defi-
nicion mas (fisica y matematicamente factible) general de Ia ideali-
dad:

5.6 Definicion: Una medicion W-ideal es aquella que conserva to-
das las X, tal que X es una magnitud T-compatible con M y (que
tambien conserva) un conjunto dado de magnitudes {Xi} = W, tal
que XipM.

Una medici on W-ideal es una medicion T-ideal que, ademas, con-
serva algunas magnitudes parcialmente compatibles. Aun cuando
a primera vista pueda parecer extrafia la idea de una medicion W-
ideal (y la relacion implicita de compatibilidad), no se puede ignorar
esta version de idealidad aprioricamente. Se pueden invocar motivos
ffsicos para la seleccion del conjunto {Xi}. Se podria muy bien dar
senti do a esta idea, haciendo la analogia con la existencia de reglas
de superseleccion, dado que, al igual que en este caso, se podrfa
sostener que existe un conjunto de magnitudes con estatuto privi-
legiado, en el sentido de que no solo no requieren conservacion- T
por medicion, sino tampoco conservacion-P. Supongase que M es
una cantidad de este tipo; la idea serfa que, si se mide la magnitud
M, entonces una medicion ideal conservara no solo todas las mag-
nitudes T-compatibles con M, sino que tambien conservara a M' si
M' es P-compatible con M. Sin embargo, aqui admitiremos que, de
acuerdo con nuestra exposicion en la seccion 4, cualquier concepto
(fisicamente aceptable) de medicion ideal contiene la idealidad- T
como caso especial.

El teorema de Von Neumann sugiere que el candidato paradigma-
tico para el concepto de una medicion ffsicamente ideal (ver (1955),
capitulo III) es el siguiente: Dos magnitudes son simultaneamente
mensurables si y solo si sus operadores correspondientes conmutan.
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5.7 Definicion: Una medici6n de M con estado inicial a es S-ideal si
conserva todas las X, tal que X es una magnitud simultaneamente
mensurable con M.

5.8 Teorema: Para todo concepto-R de medici6n ideal, en donde R
puede representar a P, T, W 0 S, M es R-ideal ~ M es T-ideal.

La demostraci6n se desprende automaticamente de las anterio-
res definiciones y del hecho de que siempre que A y B sean T-
compatibles, A y B seran simultaneamente mensurables, Observese
que este teorema s610 requiere de la "sencilla" direcci6n del teorema
de Von Neumann.

5.9 Esquema de definicion: R-Luders =def "IS, S es una transfer-
maci6n del est ado por medici6n, S es R-ideal -+ S obedece a la
regla de Luders.

Lo siguiente se desprende, pues, automaticamente:

5.10 Teorema: T-Luders ~ R-Luders para R = P, W 0 S.

Este teorema ofrece un enunciado mas preciso, en funci6n de me-
diciones ideales, de la parte medular de las derivaciones de valor
definido antes formuladas.

Ahora puedo especificar algunas de las critic as que antes expuse
con respecto a las interpretaciones habituales, La regla de Luders
describe mediciones ideales, independientemente de la interpretaci6n
fisica del concepto de medici6n ideal, siempre y cuando una me-
dici6n ideal satisfaga el requisito mfnimo de que se conserven las
magnitudes T-compatibles. Pero si no es con base en la regIa de
Luders, i,c6mo se selecciona, entonces, una relaci6n de compatibili-
dad fisicamente privilegiada que se supone sera conservada por las
transformaciones de mediciones individuales? Mas ann, i,c6mo po-
demos justificar esta selecci6n de una relacion de compatibilidad sin
caer en un mero planteamiento ad hoc de la existencia de dicha re-
laci6n y del hecho de que las mediciones ideales (de primer tipo)
la respetan, en oposici6n a cualquier otra relaci6n posible? Como
hemos visto, los argumentos habituales en favor de Ia identificaci6n
de dicha relaci6n, expresados en funci6n de la perturbaci6n minima
de los "valores definidos" estan muy lejos de ser concluyentes. Mas
ann, la interpretaci6n habitual parece estar comprometida con la
cuestionable afirmaci6n de que la relaci6n que debe ser respetada es
la de compatibilidad- T. Dado que, si la relaci6n a respetar es mas
fuerte que la de compatibilidad- T, entonces la idea de definir la re-
gla de Luders en funci6n de la conservacion de los valores definidos,
pierde su atractivo intuitivo. A continuaci6n examino la posibilidad
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de corregir el enfoque habitual, sosteniendo que, en efecto, es posible
seiialar la relaci6n fisica de compatibilidad- T como la relaci6n ffsica
de compatibilidad fundamental que la regla de Luders debe respetar,
si se identifica la compatibilidad- T con La relaci6n ffsica de medici6n
simultanea en mecanica cuantica.

6. La mensurabilidad simultdnea y la regia de Luders

Si pudieramos interpretar la compatibilidad-T como una relaci6n
fisica fundamental para sistemas individuales, entonces, en princi-
pio, tendriamos una forma de comprender el significado fisico de la
regla de Luders. El teorema de Von Neumann de la mensurabili-
dad simultanea (en (1955), cap. III) presenta 10 que generalmente
se toma como el fundamento del enfoque segiin el cual se debe iden-
tificar a la compatibilidad- T con la mensurabilidad simultanea, En
este teorema, Von Neumann demostr6la equivalencia entre un con-
cepto implicito de mensurabilidad simultanea para observables, y
la conmutatividad de las observables correspondientes. Si la demos-
traci6n de Von Neumann pudiera ser aceptada con respecto a los
estados individuales, aparentemente tendriamos, entonces, un me-
dio, al menos en principio, para comprender el contenido fisico de
la regla de Luders, en funci6n de las transformaciones del est ado
individual que respetan la relaci6n fisica fundamental de mensura-
bilidad simultanea, Veremos, sin embargo, que la demostraci6n de
Von Neumann de su teorema descansa en una suposici6n sumamente
cuestionable, que s6lo puede ser justificada si, desde un principio,
se acepta la estructura del espacio de Hilbert. La demostraci6n al-
ternativa de T. Jordan al teorema de Von Neumann aparentemente
supera las crfticas hechas ala demostraci6n de Von Neumann, pero
se vera que su demostraci6n es arbitrariamente restrictiva. Al elimi-
nar esta arbitrariedad se llega a una teoria de mediciones conjuntas
para observables no-compatibles, con un senti do tal que afecta di-
rectamente la definici6n habitual de la regla de Luders.

Para demostrar su teorema de la compatibilidad, Von Neumann
sostuvo que, dadas dos magnitudes (cantidades) fisicas A y B, se
puede construir una nueva magnitud ffsica A + B, con base en la
adicionalidad de los valores-propios de las observables correspon-
dientes. La nueva magnitud fisica A + B corresponde a un operador
con valores-propios a + b. Esto presupone 10 que podrfa llamarse "el
postulado de la adicionalidad". Este postulado afirma que la sum a
de los resultados de la medici6n proporciona las bases para definir
una magnitud compuesta A + B que debe representar al proceso
fisico de la medici6n simultanea, Una vez aceptado este postulado,
el problema fisico dedefinir la mensurabilidad simultanea se trans-
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forma facilmente en un problema dentro de la teorfa de los espacios
de Hilbert, y la demostracion del teorema se desprende como una
derivacion mas bien simple de los axiomas de Von Neumann.

Bell sostuvo, en el contexto de un debate acerca de las teorias de
las variables ocultas (ver, asimismo, Bell (1982)), que si dos opera-
dores Sx, Sy (con valores-propios Sx Y Sy) no conmutan, entonces la
observable correspondiente a la suma, represent ada por el operador
Sx + Sy, no tiene por que necesariamente poseer los valores-propios
sx+sr En (1982), Bell presento el siguiente ejemplo: Para partfculas
spin-'2' Sean P y Q componentes del momento angular del spin, en
direcciones perpendiculares P = Sx, Q = Sy, y sea 0 el componente
en una direccion intermedia, 0 = (P + Q)/V2. Los valores-propios
de 0, P,Q son, todos ellos, magnitud ~, en tanto que el postulado
de Von Neumann requerirfa que fueran (±~ ± ~}V2 = ±fz. Asi,
tenemos que conduir que Von Neumann comete peticion de princi-
pio al dar por sent ado su postulado de adicionalidad , dado que s610
aquellos operadores representados por los operadores conmutativos
deben satisfacer sus a.xiomas -no asf los otros. Asi, Von Neumann
no llega a establecer la interpretacion de la relacion fisica de compa-
tibilidad tal como 10 requeriria la interpretacion habitual de la regIa
de Luders.

T. Jordan, en (1969), aborda de manera diferente el concepto
de mensurabilidad simultanea, Partiendo de una definicion simple
de la mensurabilidad simultanea, este enfoque parece subsanar los
problemas presentes en el teorema de Von Neumann. Jordan plan-
tea la siguiente condicion explicita necesaria para la mensurabilidad
simultcinea (conjunta): Supongase que A y B represent an cantida-
des simultaneamente mensurables con precision ilimitada, Entonces,
para cualesquiera x, y, mimeros reales, las medici ones pueden deter-
minar si los valores de las cantidades representadas por A y B son:

::Sx y ::Sy
::Sx y »»
>x y ::Sy
> x y > y

Jordan construye una cantidad mensurable real con los valores 1,
2, 3, 4, que corresponden a est as cuatro posibilidades mutuamente
exduyentes.

Esta cantidad es rep resent ad a por el operador:

II + 212 + 313 + 414
en donde I~,h,13,14 son operadores de proyeccion ortogonal, tales
que:
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II + h+h+ 14 = 1
Ahora, el procede a demostrar el siguiente teorema.

6.1 Teorema: Cantidades (reales) que sean simultaneamente men-
surables con precision ilimitada, seran represent ad as por operadores
hermicianos A, B, tales que [A, B] = O.

La demostracion se puede ha.llar en Jordan (1969), p. 87. Es una
demostracion directa dentro del marco de los espacios de Hilbert. Al
parecer, Jordan ofrece una demostracion del teorema de Von Neu-
mann que evita las dificultades que encontramos en la demostracion
original de Von Neumann. Pero el asunto no termina ahf.2

Partiendo del analisis presentado por Muynck et at en (1979),
mostrare que la afirmacion de Jordan de que las magnitudes pueden
ser medidas con precision ilimitada, es arbitrariamente restrictiva, y
que el eliminarla nos lleva a Ia posibilidad de formular esquemas de
medici ones conjuntas para mediciones no-compatibles con un sentido
tal que se debili<ta la identificacion de Ia compatibilidad-T con la
mensurabilidad simultanea, en el sentido fuerte .que 10 requieren las
interpretaciones habituales de la regla de Luders.

Supongames que un sistema S es descrito por una funcion de
estado que lntesaetiia con dos aparatos de medici6n (para las obser-
vables] A y B. Simbolicemos el procedimiento de medicion por TA,E'
Las magnitudes son repnesentadas por los operadores hermicianos A
y B, con valores-propios y vectores-propios que se obtienen por:

SERGIO MARTINEZ

Aom = amOm

B{3n = bnf3n
De acuerdo con el analisis habitual (de Von Neumann) de la evo-

lucion del sistema combinado. durante la medicion, se sup one que
Ia evolucion del sistema S mas los aparatos A y B se efectiia de
acuerdo al esquema:'

, TA·,H
(M!) 'if;i = 'if;0 xe 0 €o --'if; J = EI,m,nS'mn( 'if;, TA,E )</>,0em 01Jn

2 EI lector podria preguntarse si acaso la teo ria de Park y Margenau sobre
la medici6n simultanea es importante para el punto que aqui se discute. Pero
baste con hacer notar que, independientemente de cuaiquier otra considerad6n,
el concepto de Park y Margenau sobre la medici6n simultanea, aun en el caso de
que estuvieramos dispuestos a. admitir ciertos presupuestos cuestionables de su
enfoque, seria irrelevante para el asunto referente ala interpretaci6n fisica de la
regia de Luders en tanto descripci6n de transformadones del estado individual.
EI concepto de Park y Margenau sobre la mensurabiIidad simultanea, tal como
se halla implicito en los ejemplos del metodo de tiempo de vueio, es, en el rnejor
de los casos, aproximado para cuaiquier tiempo finito t.
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en el cual {<pi} es cierto conjunto ortonormal completo del espacio
H de Hilbert que rep resent a a S. XO Y ~o son los est ados iniciales de
los medidores A y B, respectivamente. Slmn( 1/J,TA,B) son coeficientes
que dependen del estado inicial e, del sistema objeto y, posiblemente,
del procedimiento de medici6n T A,B.

La distribuci6n de probabilidad conjunta W(am,bn; 1/J;TA,B) para
A y B puede entonces definirse como el valor de expectativa de los
operadores de proyecci6n Pm ® Qn =1 em >< Qm 1"In >< "In > en
el estado final1/J" dando asi:

(M2) W(am,bn;1/J;TA,B) = ~ll Slmn(1/J,TA,B) 12

~m,nW(am,bn;1/J;TA,B) = 1

Con el fin de obtener una definicion fisica satisfactoria de la me-
dici6n conjunta, Muynck et al. pretenden imponer restricciones al
esquema TA,B. Una restricci6n obvia es que la transformaci6n TA,B,
siendo un proceso mecanico-cuantico, debe ser lineal. l.Que otras
restricciones se pueden imponer al esquema? Muynck et al. exami-
nan la siguiente: en el estado final, el aparato de medici6n relevante
debe sefialar, con certeza, la posicion correspondiente, si s se halla
inicialmente en un estado descrito por una funci6n-propia de A y
B. Esto implica el requisito de que la medici6n-A no sea perturbada

. por la medici6n-B (y viceversa). Omitiendo en la anotaci6n la de-
pendencia sobre T, este requisito se expresa en los coeficientes, por
las relaciones:

(M3) Slmn(O'r) = b"mr(Slrn(O'r); Slmn(f3s) = b"ns(Slms(f3s))
0, en forma equivalente,

(M3') Slmn ( 1/J) = < O'm 11/J> Slmn ( O'm) = < f3n I1/JSlmn (f3n) >
Park y Margenau (1973) mostraron que un esquema que obedece a

este requisito es inconsistente si A y B no conmutan. Ellos concluye-
ron que un esquema (M1) para medici ones conjuntas no es adecuado
para expresar la medici6n conjunta de observables con operadores
no-conmutativos. Sin embargo, como muestran Muynck et al., no se
debe culpar de ella al esquema (M1) sino al requisito (M3).

De (M2) y (M3) se desprende que:

(M4a) W(am,bn,1/J) =1< O'm,1/J >12 W(am,bn;O'm)
(M 4b ) = 1< e; 11/J> 12W (am, bn; f3n)

10 cuallleva a las distribuciones marginales:

(M5) ~nW(am,bn; 1/J)=1< O'm 11/J>12
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~mW(am,bn;1/1) =1< f3n 11/1 >12
obteniendo, as}, de (M4) y (M5):

(M6) W(am,bn,am) = W(am,bn;f3n) =1< am 1 f3n >12
La distribuci6n de probabilidad conjunta W(am,bn; 1/1) es, pues,

totalmente determinada por (M4) y (M6) siempre y cuando (M4a) y
(M4b) sean iguales. Como demostr6 Bub (Bub (1974), cap. 4), este
requisito s6lo puede ser satisfecho si [A, B] = 0, 10 cual resuelve la
presunta inconsistencia del esquema (M1). Queda, pues, claro que, si
se pretende definir las distribuciones de probabilidad conjuntas, en
mecanica cuantica, para magnitudes no-conmutativas, es necesario
debilitar 0 (M1) 0 (M4). No es diffcil comprobar que [Ml ), por
sf misma, no imp one ningiin otro requisito al esquema mecanico-
cuantico (fuera de la linealidad), para mediciones individuales. El
culpable debe ser, entonces, (M4).

Ahora bien, sup6ngase que efectuamos una medici6n individual
(preparatoria) ideal de A, y posteriormente medimos A y B conjun-
tamente, en los microsistemas de una subcolectividad obtenida de
un estado puro dado despues de la primera medici6n. Entonces, la
parte derecha de (M4a) puede interpretarse como la distribuci6n de
probabilidad conjunta de A y B, que corresponde a este pro cedi-
miento en su totalidad. Sin embargo, (M4b) puede interpretarse en
forma analoga, como la distribuci6n de probabilidad conjunta de una
medici6n conjunta de A y B, precedida de una medici6n individual
(ideal) de B.

Si, como Muynck et al. sugieren, siempre que [A, B] f:. 0, las
mediciones de A y B deben considerarse como procedimientos ffsicos
totalmente diferentes, no habra entonces motivos suficientes para
esperar que de estos dos procedimientos diferentes se vaya a obtener
el mismo resultado. Esto no proporciona una pista contundente para
pensar que la igualdad de (4a) y (4b) implica Ia conmutatividad de
A y B, y que un esquema de medici6n conjunta que contenga est a
igualdad tiene una gran probabilidad de ser inconsistente con la
medici6n conjunta de magnitudes no-conmutativas.

Muynck et al. contimian examinando otros requisitos mas mode-
rados que el (M4). No es importante para nosotros discutir y evaluar
el esquema formal que proponen. Lo que importa para nuestro pro-
blema es el darse cuenta de que se debe hacer una distinci6n (0, al
menos, se puede hacer) entre una relaci6n de no-perturbaci6n y una
relaci6n de medici6n (conjunta) simuluitiea.

Si aceptamos que las distribuciones de probabilidad conjuntas son
funciones del est ado estadistico por sf solo, como 10 hacen tanto Park
y Margen au , como Jordan (siguiendo a Von Neumann), es posible
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hacer una definicion puramente matematica de la medicion (con-
junta) simultanea, Ello es asf puesto que, si las distribuciones con-
juntas son [unciones del estado por sf $0/0, entonces la situacion
experimental es irrelevante para la medici6n conjunta. Esta es la su-
posicion clave que Muynck et al. hicieron explfcita en su analisis de
la mensurabilidad simultanea, Es la suposicion que nos permite ex-
tender la precision ilimitada del caso de la medicion individual, ala
medicion conjunta. No es de sorprender que, entonces, como muestro
a continuacion, el requisito de Jordan de precision ilimitada implique
el requisito de Muynck de no-perturbacion. Empezare por formular
explicitamente ambos requisitos.

Requisite D (de Muynck): En el estado final, el instrumento de
medicion relevante deb era sefialar con certeza la posicion corres-
pondiente, si S se halla inicialmente en un estado descrito por una
funcion-propia de A 0 B.

Requisito J (de Jordan): Si </> es un vector de longitud uno, para el
cual h </> i- 0, entonces Ia probabilidad de que las cantidades repre-
sentadas por A y B tengan valores ~ x y ~ y (para cualesquiera x,
y, mimeros reales) sera 1 h</> 1=1 </> 12= 1.

Ahora bien, si S es inicialmente descrito por una funcion-propia
'I{; de A 0 B, en una medicion simultanea de A y B, entonces 'I{;
(normalizada) es un vector que satisface la condicion sefialada en el
requisito J, para el vector </>. Asf pues, de acuerdo con este requisito,
la probabilidad de que la cantidad A tenga un valor correspondiente
a la funcion-propia 'I{;, es uno.

Asi, una relacion fisica de mensurabilidad simultanea que sea re-
levante para una interpretacion de estado individual de la regla de
Luders no puede ser identificada con la compatibilidad- T, 0, al me-
nos, como ha sido demostrado, esto no se puede hacer en el senti do
fuerte que presuponen las interpretaciones habituales de Ia regla de
Luders. La interpretacion ffsica de la regla de Luders como una re-
gla que respeta la relacion ffsica de Ia mensurabilidad simultanea
se puede basar en la derivacion esbozada en Ia sec cion 5, pero el
concepto de perturbacion minima (0 idealidad) que contiene este ar-
gumento no se basa, independientemente, en un concepto ffsico de
transformacion (ideal) del est ado individual. EI significado ffsico de
la idealidad-S (ver definicion 5.7 y teorema 5.8) result a estar limi-
tada a una interpretacion estadfstica de la metrica del espacio de
Hilbert.
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7. Conclusion

Sostenemos que se debe hacer una clara distincion entre dos pro-
blemas de justificacion de la regla de Luders. La justificacion de
la regla en tanto regla puramente estadfstica, es directa. Se puede
demostrar que la regla de Luders es el mejor medio para calcular
el estado estadfstico final condicionado al resultado de la medicion.
En ese sentido, la regla es un result ado meramente matematico del
que puede disponer cualquier interpretacion. EI problema de justi-
ficacion que resta es el de comprender el contenido fisico de la regla
de Luders, si acaso este existe, como transformaciones del estado
individual. EI presente estudio descubrio un punto de tension esen-
cial que se halla presente en los fundamentos de las interpretaciones
habituales de la regla de Luders. Esta se puede derivar dentro del
marco del espacio de Hilbert, si se admite que la conmutatividad
implica la compatibilidad (teorema 5.10), pero la justificacion de la
interpretacion semantica habitual de la regla parece requerir, igual-
mente, de la direccion inversa, es decir, que la compatibilidad implica
la conmutatividad. En mi opinion, esta tension es la causa de que
las interpretaciones habituales fallen en su intento de comprender el
contenido ffsico de la regIa de Luders. He demostrado en este trabajo
que solo es posible considerar las derivaciones habituales como suge-
rencias para una posible interpretacion en funcion de Ia idea de con-
servar 0 respetar una relacion fisica de compatibilidad. La manera
mas natural de dar sentido a esta idea es considerando la regla de
Luders como una transforrnacion de est ado que respeta los "valores
definidos". Como 10 demostro Herbut, esto basta para la derivacion
de la regla de Luders. Pero no podemos estar seguros de que los
"valores definidos" posean algo mas que un significado estadfstico.
Una sugerencia implicita habitual, para superar est a dificultad, es
que se puede considerar que la regla de Luders conserva una relacion
fundamental de mensurabilidad simultanea que se puede identificar
con la compatibilidad- T. Pero como he mostrado, existen buenos
argumentos que apoyan la creencia de que, al menos en el sentido
fuerte que requiere la interpretacion habitual de la regla de Luders,
la relacion ffsica de mensurabilidad simultanea es mas fuerte que
la compatibilidad- T. En este caso, la interpretacion habitual de la
regia en tanto transforrnacion que conserva los valores definidos, es
inadecuada,

No estoy sugiriendo que la regla de Luders no tenga contenido
ffsico como descripcion de las transformaciones de las mediciones
individuales, 10 que digo es que la idea que habitualmente se tiene
de este contenido es, en el mejor de los casos, inconcluyente y/0 no-
informativa. En (1987) planteo otra aproximacion al contenido ffsico
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de la regla de Luders, basada en un tipo de derivacion completarnente
diferente.

El analisis anterior tambien sefiala otra seria dificultad que en-
frenta la interpretacion habitual de la regla de Luders. Este enfoque
considera que la regla describe transformaciones que estan sujetas a
limitaciones dinamicas (via la mensurabilidad simultanea, por ejem-
plo). En la literatura se hallan argumentos importantes que sugie-
ren que est as limitantes son demasiado fuertes, que puede no existir
transforrnacion alguna que satisfaga las limitantes implfcitas (ver,
por ejemplo, el articulo de Stein y Shimony (1971». Este, que puede
ser llamado el problema de la vacuidad, es un serio problema que
enfrenta la interpretacion habitual de la regla de Luders. Este pro-
blema de vacuidad solo se agravarfa si la relacion fisica que debiera
respetar la regla de Luders fuera una relacion mas debil que la de
compatibilidad-T (ver teorema 5.10).

Podria pensarse que he omitido considerar una importante lectura
alternativa del enfoque habitual; aquella que sostiene que la regla de
Luders describe "una aproximacion" que es "ideal", en el sentido de
que, aun cuando esta no describe transformaciones del est ado indivi-
dual, reales, existen secuencias de mediciones que se aproximan ala
regla de Luders con precision creciente. Pero, para que tal propuesta
funcione, se debe presentar un criteria fisico significativo de la per-
turbaci6n minima para el caso de las transformaciones individuales,
y los argumentos que presente en contra de la version "literal" de la
interpretacion habitual, pueden dirigirse, mutatis mutandis, en con-
tra del enfoque que dice que la regla de Luders solo ofrece un criterio
de aproximacion. La sugerencia de que se tome la metrica (del espa-
do de Hilbert de los operadores) como medida de una aproximacion
para los sistemas individuaIes, no es sino eso, una sugerencia, y he
demostrado que no existe una forma clara en que dichas sugerencias
puedan llegar a convertirse en argumentos.

TRADUCCION DE LORENA MURILLO S.
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